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Zusammenfassung

Die Wetterderivate bieten ein neuartiges derivatives Instrument zur Absicherung
des Wetterrisikos. Meistens wird dabei die Temperaturdifferenz zu 65 F (Degree Days)
als die entscheidende Einflussgrosse des Wetters auf das Unternehmensresultat be-
trachtet. Die Auszahlung eines Wetterderivats hiingt von der Anzahl der kumulierten
Degree Days iiber eine festgelegte Laufzeit ab. Damit ein Anbieter eines Wetterderivats
(z.B. die Swiss Re) die Préamie festlegen kann, werden Kenntnisse der zukiinftigen ku-
mulierten Degree Days bendtigt. Ein héufig verwendeter Ansatz ist die Untersuchung
der kumulierten Degree Days der vergangenen Jahre. Diese Methode hat den Nachteil,
dass nur etwa 35 Daten fiir die Analyse zur Verfiigung stehen. In dieser Arbeit verfolgen
wir die Modellierung der Temperaturzeitreihen. Damit bietet sich durch Simulation
die Moglichkeit, eine beliebig grosse Anzahl von Realisationen der interessierenden
kumulierten Degree Days zu erzeugen. Wir arbeiten hier mit den Datensétzen der 68
Standorte, fiir die die Swiss Re ihre Wetterderivate anbietet. Es handelt sich dabei um
die mittleren tédglichen Temperaturen seit 1965.

Unser Vorgehen besteht aus der Zerlegung der Temperaturzeitreihe in eine sta-
tiondre Reihe. Ein besonderes Augenmerk verdient dabei die Entfernung von Trend
und Saisoneffekt. In Kapitel 3 vergleichen wir verschiedene Schéitzmethoden fiir den
Trend und Saisoneffekt. Dabei wihlen wir aufgrund der Robustheitseigenschaften das
auf dem Lowess basierende STL-Verfahren. In diesem Verfahren werden Trend und
Saisoneffekt iterativ geschétzt. Eine besondere Eigenschaft ist die Verdnderbarkeit
der Saisonkomponente im Laufe der Zeit. Damit wird beriicksichtigt, dass sich eine
Klimaverédnderung unterschiedlich auf die verschiedenen Jahreszeiten auswirken kann.

Nach der Entfernung von Trend und Saisoneffekt ist immer noch eine Saisona-
litdt in den Residuen vorhanden. Diese riihren von der saisonalen Abhéngigkeit der
Standardabweichung her, die im Sommer kleinere Werte als im Winter annimmt. Im
Kapitel 4 wird die Heteroskedastizitéit der Residuen beseitigt. Zudem muss das STL-
Verfahren fiir heteroskedastische Residuen angepasst werden.

In Kapitel 5 analysieren wir die normierten Residuen. Dabei stellen wir eine schiefe
Verteilung fest. Mit Hilfe einer Box-Cox Transformation beheben wir die Schiefe und
erhalten anndhernd normalverteilte Residuen.

Die durch die obigen Schritte erhaltene Residuen-Zeitreihe ist nun stationir. Je-
doch besteht noch eine Abhéngigkeitsstruktur. Diese wird in Kapitel 6 mit einem au-
toregressiven Prozess der Ordnung p modelliert. Die AR-Koeffizienten werden dabei
mit dem Yule-Walker Verfahren geschétzt. Die AR-Ordnungswahl erfolgt mit Akaike’s
Information Criterion. Dieses Kriterium liefert aber manchmal unnétig hohe Ordnun-
gen. Deshalb akzeptieren wir mit einer Schranke auch annidhernd optimale tiefere
Ordnungen.

In Kapitel 7 beschéftigen wir uns mit der Vorhersage der Temperaturzeitreihe.
Dabei muss die in den Kapiteln 3-6 erhaltene Zerlegung ausgehend vom AR-Prozess
riickgingig gemacht werden und fiir jeden Schritt eine Vorhersage erstellt werden.
Zudem bestimmen wir die optimale Wahl der STL-Parameter, indem wir die Vorher-
sagegiite in fritheren Jahren testen.

Im Kapitel 8 erstellen wir mithilfe eines Bootstrap-Verfahrens ein Vertrauensinter-
vall fiir die optimale Vorhersage der Degree-Days.

Die Datenanalyse auf dem Computer erfolgte mit dem frei erhiltlichen Statistik-
paket R. Die fiir unsere Zwecke entwickelten Funktionen befinden sich im Anhang A.

Im Anhang C werden anhand von vier Stationen die einzelnen Schritte der Model-
lierung graphisch veranschaulicht.
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Kapitel 1

Einfiihrung in die Wetterderivate

1.1 Sinn der Wetterderivate

Viele Unternehmen leiden unter wetterbedingten finanziellen Verlusten, die sie wegen der
volatilen Natur des Wetters nicht kontrollieren kénnen. Experten schitzen, dass rund 20%
(2000 Mrd. $) des amerikanischen Bruttoinlandprodukts Wettereinfliissen ausgesetzt sind
und etwa 1 Trillion Dollar von den 7 Trillionen Dollar der U.S. Wirtschaft wettersensitiv
ist. Abhéngig von Wetter sind z.B die Versicherungen, die Energieunternechmen, das Bau-
gewerbe, die Landwirtschaft und der Detailhandel.

Diese Unternechmen mdochten sich gegen das Wetterrisiko absichern, um ein stabileres Jah-
resresultat zu erhalten. Ein solches Weather Risk Management kann durch den Einsatz
von Wetterderivaten betrieben werden.

1.2 Entwicklung der Wetterderivate

Der Handel mit Wetterderivaten ist noch ein junger Markt. Die erste Transaktion mit
Wetterderivaten fand im Jahre 1997 statt. Es wird geschétzt, dass seither 1600 Geschéfte
mit Wetterderivaten im Wert von 3.5 Milliarden Dollar getétigt wurden.

Im September 1999 lancierte die Chicago Mercantile Exchange (CME) die ersten borsen-
gehandelten Wetter-Futures. Zusétzlich gibt es mehrere Wetterderivat-Broker, die beim
Abschliessen von “over the counter” (OTC) Geschiften assistieren.

Bis vor kurzem konzentrierte sich der Handel mit Wetterderivaten auf die USA. Dank
der Deregulierung des Energiesektors, den Fortschritten des elektronischen Handels und
dem zunehmenden Interesse der Banken und der Versicherungsindustrie breitet sich das
Geschift mit Wetterderivaten allméhlich auch in Europa aus. Seit Mai 2000 konnen iiber
das System ELRiX der Swiss Re Wetterderivate online gehandelt werden. Dieser Vertriebs-
kanal bietet die Moglichkeit, die Geschéfte transparenter und effizienter abzuwickeln, sowie
die bis anhin schwer erreichbaren Kleinunternehmen anzuziehen.
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1.3 Wetter-Masse

Damit ein Wetterderivat das Wetterrisiko eines Unternehmens absichern kann, muss ein
Wetter-Mass eingefithrt werden. Dieses Mass soll den Einfluss des Wetters auf den Unter-
nehmensgewinn moglichst gut reprisentieren.

Wir wollen als Beispiel einen Stromproduzenten betrachten. Der Stromverbrauch héngt
stark von den Lufttemperaturen ab. Eine Temperatur von 65 F (=18.3° C) wird als ange-
nehme Raumtemperatur empfunden. Diese 65 F nennen wir Referenztemperatur. Man
trifft die Annahme, dass die Haushalte in den USA bei Temperaturen iiber 65 F die Klima-
anlage einschalten und bei Temperaturen unter 65 F zu heizen beginnen. Wir sehen also,
dass mit der Zunahme der Abweichung zu 65 F auch der Stromverbrauch steigt. Deshalb
korreliert der Unternehmensgewinn stark mit der Grosse der Temperaturabweichung.
Um das Risiko dieser Temperaturabweichung zu erfassen, wird das Konzept der Degree-
Days eingefiihrt.

Die Degree Days (DD) messen die Abweichung der mittleren Tages-Temperatur zur
Referenztemperatur. Wie oben erldutert, bilden die Degree Days eine geeignete Massein-
heit fiir einen Wetterderivatsvertrag.

Liegt die mittlere Temperatur eines Tages unter 65 F, spricht man von einem Heating
Degree-Day oder Heizgradtag. Die Temperaturdifferenz zur Referenztemperatur an ei-
nem solchen Tag bezeichnen wir mit HDD.

HDD = max(0 , Referenztemp. — mittlere téagliche Temp.)

Wenn die mittlere Temperatur grosser als 65 F ist, handelt es sich um einen Cooling
Degree-Day oder Kiihlgradtag. Die Temperaturdifferenz zur Basistemperatur an einem
solchen Tag nennen wir CDD.

CDD = max(0 , mittlere tdgliche Temp. — Referenztemp.)

Weist ein Tag zum Beispiel eine mittlerer Temperatur von 46 F auf, so hat er 19 HDD
und 0 CDD. Ein Tag mit mittlerer Temperatur 72 F hat 7 CDD und 0 HDD.

In Europa und Kanada nimmt man als Referenztemperatur 18° C (was nicht genau 65 F
entspricht).

Es auch moglich, die Feuchtigkeit, Niederschlags- oder Schneefallmenge als Wettermass zu
nehmen, jedoch werden die Degree-Days in 98%-99% aller Vertrige verwendet. Bei dieser
Arbeit betrachten wir nur Vertridge mit Degree-Days.

1.4 Struktur eines Wetterderivats

Folgende Elemente charakterisieren ein Wetterderivat:

e Man legt die dem Wetterderivat zugrundeliegend Variable (Index) fest: HDD oder
CDD.



1.5 Typen von Wetterderivaten 3

e Es wird eine Periode festgelegt, die das Wetterderivat absichern soll. Hiufig nimmt
man die Periode vom 1.November bis zum 31. Mérz (HDD Saison) und die Periode
vom 1. Mai bis zum 30. September (CDD Saison). Uber diese Laufzeit wird die
tégliche Anzahl der HDD bzw. CDD kumuliert, d.h.

kumulierte DD = Z max(d - (T; — Trey),0)

i€Periode
wobei T; die mittlere Temperatur des Tages 4 ist und Ty die Referenztemperatur.
Fiir CDD wird d auf 1 gesetzt und fiir HDD gilt § = —1.

e Es muss eine Wetterstation bestimmt werden, auf deren Temperaturen sich das Wet-
terderivat bezieht. Meist befindet sich diese Station in einer grossen Stadt.

e Es wird der Strike festgesetzt: dies ist die Anzahl kumulierter HDD bzw. CDD, ab
denen die Wetteroption wirksam wird.

o Fiir den Wert eines HDD bzw. CDD wird ein Geldbetrag (Tick) vereinbart.

e Die Grenze (Limit) gibt die maximale Anzahl HDD bzw. CDD an, die vom Vertrag
gedeckt werden.

Beispiel:
Ort New York / La Guardia
Index HDD
Periode 1. Nobember 1999-31.Mérz 2000
Tick $20°000 pro HDD
Strike 3440 HDD
Limit 300 HDD
Maximale Auszahlung $6 Millionen (=Tick-Limit)

1.5 Typen von Wetterderivaten

Es gibt verschiedene Typen von Wetterderivaten, die auf die unterschiedlichen Bediirfnisse
eines Kunden ausgerichtet sind. Wir betrachten im Folgenden die gebrauchlichsten Typen:

1.5.1 Degree-Day Floor

Beim Degree-Day Floor wird der Kéufer ausbezahlt, wenn die Anzahl der kumulierten
HDD bzw. CDD wunter dem Strike liegt. Die Auszahlung berechnet sich nach folgender
Formel:

Auszahlung = min(Tick - max(Strike — kumulierte DD, 0), maximale Auszahlung)

Die Auszahlung hingt also wesentlich von den kumulierten HDD/CDD ab. Diese sind
das zufillige Element im Vertrag. Wenn wir die Angabe des obigen Beispiels verwenden,
erhalten wir die in Abbildung 1.1 dargestellte, von den kumulierten HDD abhéngige Aus-
zahlung:
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Abbildung 1.1: Heating Degree-Day Floor

Der K&ufer dieses Vertrages mochte sich gegen einen zu warmen Winter absichern. Ein
Energieunternehmen erleidet umso mehr Umsatzverluste, je wirmer der Winter ist (es
wird weniger geheizt). Dafiir erhélt das Unternehmen durch den Heating Degree-Day Floor
in diesem Fall umso mehr Geld ausbezahlt. Auf diese Weise kéonnen die Umsatzverluste
kompensiert werden. Der Tick wird so festgesetzt, dass er dem Verlust entspricht, der
durch ein HDD weniger entsteht. Analog wird dieses Unternehmen im Sommer einen
Cooling Degree-Day Floor abschliessen (Klimaanlagen).

1.5.2 Degree-Day Cap

In einem solchen Vertrag wird der Kdufer ausbezahlt, wenn die Anzahl der kumulierten
HDD bzw. CDD dber dem Strike liegt. Der Kéufer erhilt folgenden Betrag:

Auszahlung = min(Tick - max(kumulierte DD — Strike, 0) , maximale Auszahlung)

Wir verwenden wiederum die Daten aus dem Beispiel, aber mit dem Strike bei 3900 HDD.
Die Abbildung 1.2 zeigt die Auszahlungsfunktion eines Degree-day Caps, der auf diesen
Daten basiert.

Der Kaufer eines Degree-Day Caps mochte sich gegen zu kalte Winter (Heating Degree-Day
Cap) bzw. zu heisse Sommer (Cooling Degree-Day Cap) absichern. Ein Cooling Degree-
Cap ist zum Beispiel fiir ein Kinounternehmen attraktiv. In einem heissen Sommer hat
ein Kino weniger Besucher, da die Leute sich dann anderen Freizeitaktivitdten widmen.
Mit einem Cooling Degree-Cap kann aber der Verlust, der durch geringe Besucherzahlen
entsteht, ausgeglichen werden, denn ein solches Wetterderivat hat in einem heissen Sommer
die hochste Auszahlung.

Bei den oben vorgestellten Wetterderivaten profitiert der K&ufer einseitig vom Vertrag.
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Abbildung 1.2: Heating Degree-Day Cap

Er kann Gewinne erzielen, jedoch keine Verluste. Deshalb fordert der Verkdufer eine an-
gemessene Préamie fiir das Wetterderivat.

1.5.3 Degree-Day Collar

Bei einem Collar wird zugleich ein Floor gekauft und ein Cap verkauft (oder ein Floor
verkauft und ein Cap gekauft).

Wir betrachten den gleichzeitigen Kauf des Floors aus dem Beispiel von Abschnitt 1.5.1
und des Caps aus Abschnitt 1.5.2. Das ergibt die in der Tabelle stehenden Daten.

Ort New York / La Guardia

Index HDD

Periode 1. Nobember 1999-31.Mérz 2000
Tick $20°000 pro HDD

Strike floor (tiefer) 3440 HDD

Strike cap (hoher) 3900 HDD

Limit 300 HDD

Maximale Auszahlung $6 Millionen (=Tick-Limit)

In Abbildung 1.3 ist die Auszahlung des Collars in Abhéngigkeit der kumulierten HDD
aufgetragen.

Betrachten wir ein Energieunternechmen, das den obigen Collar besitzt. Wenn das Wetter
im Winter ungewoOhnlich kalt ist, macht die Firma mehr Gewinn. Ein Teil davon muss
fiir die Deckung des verkauften Caps verwendet werden, der unter diesen Bedingungen an
Wert gewinnt. Es wird also das Gewinnpotenzial nach oben geschmilert. Jedoch wird die
Pramie, die die Firma fiir den verkauften Cap erhilt, in einen Floor investiert. Der schiitzt



6 Einfiihrung in die Wetterderivate

3000
3300
Strike floor —
Strike cap
3700
4000

Strike-Limit floor -
Strike+Limit cap

Abbildung 1.3: Heating Degree-Day Collar

die Unternehmung vor Verlusten in milden Wintern. Ein Collar begrenzt also sowohl das
Gewinnpotenzial nach oben als auch das Verlustpotenzial nach unten. Wenn der Wert des
Caps dem des Floor entspricht, handelt es sich um einen Costless Collar. Es muss also
keine Pramie fiir den Erwerb des Collars bezahlt werden.



Kapitel 2

Modellwahl und Datenbasis

2.1 Problemstellung

In Kapitel 1 wurde festgestellt, dass der Wert, den ein Wetterderivat am Ende seiner
Laufzeit besitzt, von den téglichen Temperaturen wihrend dieser Zeit abhéingt. Diese sind
aber beim Abschluss des Wetterderivats noch nicht bekannt.

Trotzdem muss bei Vertragsabschluss fiir das Wetterderivat eine Pramie festgelegt werden.
Die Préamie P ist wie folgt zusammengesetzt:

P=E[V]+K + M.

Dabei bedeutet V' die (stochastische) Auszahlung des Wetterderivats, K die Fixkosten des
Wetterderivat-Anbieters und M eine Gewinnmarge.

In der vorliegenden Arbeit interessieren wir uns nur fiir die Risikopriamie E[V], d.h. die
erwartete Auszahlung.

Um die erwartete Auszahlung zu berechnen, benttigen wir Kenntnisse iiber die Verteilung
der kumulierten Degree-Days. In dieser Arbeit gilt es, diese Verteilung zu modellieren.
Ein hiufig verwendeter Ansatz ist die Anpassung einer parametrischen Verteilung an die
kumulierten Degree-Days fritherer Jahre. Dieser wird im néchsten Abschnitt behandelt.
Danach prisentieren und begriinden wir unseren Ansatz zur Modellierung der kumulieretn
Degree-Days.

2.2 Direkte Modellierung der Degree-Days

2.2.1 Anpassung einer Verteilung

Bei diesem Vorgehen betrachten wir die in vergangenen Jahren realisierten Degree-Days in
der selben Periode. An diese Daten wird mit einer Regression ein linearer Trend angepasst
(Abbildung 2.1). Da dieser Trend nicht beliebig weit in die Vergangenheit dieselbe lineare
Form besitzt, werden nur die letzten 25 Jahre betrachtet.

An die um den Trend bereinigten Degree-Days wird nun eine parametrische Verteilung
angepasst. Meist wird dazu die Normalverteilung A (u, 0?) gewiihlt.
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HDD
3800 4000 4200 4400
Il Il Il 1

3600
Il

3400
|

1975 1980 1990 1999

Jahr

Abbildung 2.1: Trend der HDD in New York

Der Erwartungswert p fiir das néchste Jahr wird durch die Fortsetzung der linearen Re-
gression geschétzt.

Die Varianz ¢? wird mit den um den Trend bereinigten Residuen der letzten 25 Jahre
geschétzt. In Abbildung 2.2 sehen wir das Histogramm der um den Trend bereinigten
HDD von Vancouver und New York.

In New York und Vancouver wurden die folgenden Parameter geschétzt:

7 o
New York | 3670 HDD | 287
Vancouver | 9003 HDD | 129

Wir sehen, dass die Standardabweichung in New York mehr als doppelt so gross wie jene
von Vancouver ist. Im folgenden Abschnitt sehen wir, wie sich die Normalverteilungs-
Parameter auf die Preisbildung eines Wetterderivats auswirken.

2.2.2 Berechnung der Risikoprimie eines Wetterderivats

Unter der Normalverteilungsannahme kann die Risikopramie analytisch berechnet werden.
Dazu verwenden wir die folgende Notation:
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Abbildung 2.2: Histogramm der HDD nach Abzug des Trends von Vancouver und New
York. Die rote Kurve ist die angepasste Normalverteilung.
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Im Falle eines Degree-Day Caps ist die erwartete Auszahlung wie folgt gegeben:

EVep = /00 0 -min(max(z — K, 0), K+ L)-¢(z) dz

K+L L
pid / 0-(z—K)- ! e 2T gz

Eine analoge Formel kann fiir einen Degree-Day Floor hergeleitet werden:

E [Vfloor] =

NV

Subst.

/OOQ'min(maX(Kz, 0), K—L) ¢(z) dz

—00

K 1 ,l(ﬂy
0-(K—z)- e 2Ve Vdz
K-L 2ro

K—pu K—-L—u
) =&
o o

e-((K—u)-(@( ))+02~(¢(K)—¢(K—L))>
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Mit dieser Formel wollen wir nun die Riskioprdmie eines HDD-Floors von New York be-
rechnen. Dazu verwenden wir die selben Daten wie schon in Kapitel 1.3:

5 | $20°000 pro HDD
K | 3440 HDD
L | 300 HDD

Fiir diesen Vertrag muss nach obiger Formel eine Risikopridmie von $421°127 gefordert
werden.

2.3 Modellierung der Temperaturzeitreihe

Das oben beschriebene Vorgehen zur Modellierung der Degree-Days besticht durch sei-
ne Einfachheit. Jedoch kann die Parameterschitzung aufgrund der wenigen verfiigbaren
Daten ungenau werden. Auch scheint die Annahme der Normalverteilung nicht an allen
Orten zuzutreffen.

Abhilfe kann hier die direkte Modellierung der Temperaturzeitreihen schaffen. Dazu ver-
suchen wir, die téglichen Temperaturen' mittels eines stochastischen Prozesses zu mo-
dellieren. Mit diesem Prozess wird dann eine Vorhersage fiir die aktuelle Vertragsperiode
aufgestellt. Erst anschliessend werden die kumulierten Degree-Days gebildet.

Die genaue Vorgehensweise bei diesem Ansatz setzt sich aus folgenden Punkten zusammen:

1. Die Temperaturzeitreihe wird soweit zerlegt, bis sie stationér ist. Diese Zerlegung soll
so gewéhlt werden, dass sie riickwérts durchfithrbar ist. Zudem muss darauf geachtet
werden, dass bei allen Zerlegungsschritten eine verniinftige Vorhersage moglich ist,
da wir an Temperaturprognosen interessiert sind.

2. An die stationdren Residuen soll dann ein stochastischer Prozess angepasst werden.

3. Dieser stochastische Prozess wird mittels eines Bootstrap-Verfahrens simuliert, wobei
die in Punkt 1 durchgefithrten Zerlegungssschritte riickgéingig gemacht werden. Fiir
jeden Schritt wird eine Prognose iiber den Vorhersagezeitraum aufgestellt.

Die Modellierung der téglichen Temperaturen bietet einen besseren Einblick in das Ver-
halten der Temperaturen als die direkte Vorhersage der kumulierten HDD/CDD. Zudem
ist die Datenbasis, um den Prozess zu modellieren und um Vorhersagen aufzustellen, um
ein Vielfaches grosser. Die Temperaturzeitreihe bildet die Grundlage fiir die kumulierten
HDD/CDD. Deshalb verfolgen wir in der vorliegenden Arbeit diesen Ansatz.

2.4 Datenbasis

Bei dieser Untersuchung stehen uns von 68 Wetterstationen die téglichen Temperaturen
wihrend 35 Jahren zur Verfiigung. Fiir diese Standorte in Europa, Kanada und der USA

1 Als tégliche Temperatur wird in dieser Arbeit die mittlere Temperatur des Tages bezeichnet. Sie ist
das arithmetische Mittel aus der maximalen und minimalen Temperatur des Tages.
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bietet die Swiss Re Wetterderivate an. In den Abbildungen 2.3 und 2.4 sind diese Stationen
eingezeichnet.

Beim den Wetterstationen in Europa und Kanada wird die Temperatur in Grad Celsius
angegeben, in den USA in Fahrenheit.

Bei neun Orten gibt es fehlende Werte. Bei den Orten Bakersfield, Charleston, Colorado-
Springs, Houston, Oklakoma City, Topeka und Tulsa fehlen jeweils ein Monat. In Montreal
und Savannah fehlen ganze drei Jahre am Stiick.

Diese fehlenden Daten sind vorallem in den 90er Jahren anzutreffen. Deshalb kann man
mit der Zeitreihenanalyse nicht erst nach den fehlenden Daten beginnen. Eine Moglichkeit
wire die Auffiilllung der Liicken aufgrund des Temperaturzeitreihenmodells der restlichen
Daten. Diese Variante wiirde jedoch eine spétere Modellanpassung verfélschen.

Eine bessere Moglichkeit wire die Anpassung der Temperaturdaten eines nahegelegenen
Ortes (mit hoher Korrelation) an die Temperaturzeitreihe. Dadurch kénnten die Liicken
aufgefiillt werden.

Da fiir diese Arbeit ohnehin sehr viele Datensiitze zur Verfiigung stehen, haben wir auf
die Ersetzung von fehlenden Werten verzichtet.

2.4.1 Einteilung der Wetterstationen in Gruppen

Wir wollen die zu analysierenden Wetterstationen in Gruppen mit dhnlichen klimatologi-
schen Eigenschaften einteilen. Dazu betrachten wir die Korrelation zwischen den Tempe-
raturzeitreihen der verschiedenen Orte. Zur Gruppen-Einteilung bilden wir ein Hierarchi-
sches Cluster. Dabei bildet zu Beginn jede Station eine eigene Gruppe. Danach geht die
Cluster-Bildung iterativ vonstatten. In jedem Schritt werden die beiden Gruppen mit dem
kleinsten Abstand voneinander zu einer neuen Gruppe zusammengefasst. Als Abstands-
mass dient in unserem Fall

dist(G1,G2) = :cegll%}éGQ(l — cor(z,y)),

wobei G1 und G2 zwei Gruppen sind.
Diese Cluster-Bildung wurde separat fiir die Standorte in Europa (2.5) und jene in Ame-
rika (2.6) durchgefiihrt.

Dabei ergeben sich fiir Europa folgende Gruppen:

e Nordeuropa
e Grossbritannien
e Zentraleuropa

— siidlicher Teil Zentraleuropas (Frankreichs)
— nordlicher Teil Zentraleuropas

In Amerika werden folgende Gruppen gebildet:

e Siidosten der USA

e Nordosten und Zentrum Amerikas
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— Siidlicher Teil des Gebiets um die Appalachen
— Nordliche Teil des Gebietes um die Appalachen
— Zentrum der USA

o Westen Amerikas

— Nordlicher Teil
— Sidlicher Teil
— Edmonton

— San Francisco

In Amerika ist eine klare Trennung zwischen dem Gebiet Gstlich und westlich der Rocky
Mountains zu erkennen.

Im Westen Amerikas bilden Edmonton und San Francisco eine eigene Gruppe. Edmonton
liegt als einzige Station im innern Kanadas. Ebenso ist San Francisco ist der einzige Ort
an der (siidlichen) Westkiiste der USA.
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13

Abbildung 2.3: Wetterstationen in Europa

Finland Norwegen
1 Helsinki 13 Bergen
14 Oslo
Frankreich
2 Bordeaux Schweden
3 Lille 15  Gotheburg
4 Lyon 16  Stockholm
5  Marseille
6 Paris Schweiz
7  Strasbourg 17 Ziirich
8  Toulouse
Grossbritannien
Deutschland 18 Belfast
9 Berlin 19 Birmingham
10 Koln 20  Glasgow
11 Hamburg 21 Leeds
12 Stuttgart 22 London-Heathrow
23 Manchester
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Abbildung 2.4: Wetterstationen in den USA und in Kanada

USA, Zentral 16 New York, NY - La Guardia AP USA, Westen
1 Chicago, IL - O’'Hare | 17 Newark, NJ 31 Bakersfield, CA
2 Columbus, OH 18 Philadelphia, PA 32 Boise, ID
3  Covington, KY 19 Pittsburgh, PA 33 Colorado Springs, CO
4 Des Moines, TA 20 Portland, ME 34  Fresno, CA
5  Indianapolis, IN 35 Las Vegas, NV
6  Kansas City, MO USA, Siidosten 36  Phoenix, AZ
7  Madison, WI 21 Atlanta, GA 37 Portland, OR
8  Milwaukee, WI 22  Birmingham, AL 38 San Francisco, CA
9  Oklahoma City, OK | 23 Charleston, SC 39 Seattle, WA
10 Topeka, KS 24 Charlotte, NC 40 Tucson, AZ
11 Tulsa, OK 25 Houston, TX - Hobby AP

26  Mobile, AL Kanada

USA, Nordosten 27 New Orleans, LA 41 Edmonton
12 Baltimore, MD 28 Raleigh, NC 42 Montreal
13  Boston, MA 29 San Antonio, TX 43 Ottawa
14 Buffalo, NY 30 Savannah, GA 44  Toronto
15 Hartford, CT 45 Vancouver




15

2.4 Datenbasis

sued
[l

aubo|jod

uebnms
j_H Binogsens
7’ younz

_H Binqurey
uieq
a|lesrew
—|—H UoA|

_H asnojnoy
xneaploq
J91S9ydURW

7’ MOJYyesyuopuo|

7’ 1sejjeq
ojso
1H Binquayloh

wjoyxo0Is
— Duis|ay
uabliaq
T T 1
[0} 0] S0°0 000
QaUQH

Abbildung 2.5: Cluster Dendrogramm Korrelationen der Temperaturzeitreihen Europas

em sess

10 puejuod
J9ANOOUBA

pi~asioq

Ze uoson)
_|A"_H ze xjuaoyd
AU~ sebBan” se|

r ©d 0ousal)
uojuowpa

—— ®©2 oodslouel ues

ed ybingsnid
Yo~ snquinjod

ui”sijodeuelpul
A5 uobuinod
ou ybiaes
ou” anoueyd
edelydiepeyd
pw alownjeq
fu™sremau
deeiprenb e|” AU MIOA mau
aw™ puejod

'w uolsoq
Au~oreyng
ojuol0}

)

emeno
IM~ 99 nem|iw

areyo |I” obeaiyd

IM~uosipew

,

el saulow” sap

re” wreybuiwug
eb ejuepe

©| sues|lo” mau

e ajigow
X1~ oluojue” ues

i

T T T 1

€0 [ T0 00

aUoH

Abbildung 2.6: Cluster Dendrogramm der Korrelationen der Temperaturzeitreihen Ame-

rikas



16

Modellwahl und Datenbasis




Kapitel 3

Trend und Saisoneffekt

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Zerlegung der Temperaturzeitreihen. Das Ziel
dieser Zerlegung ist eine stationére Zeitreihe. Ein stationérer stochastischer Prozess wird
wie folgt definiert:

Definition 3.1. Sei (X;)icz ein stochastischer Prozess in diskreter Zeit. (Xi)iez heisst
stationdr (im strengen Sinne), falls

P[Xy <21, X4, < @) = P[Xyy1n <2150, X pn < 20
firn=1,2,3,..., t1,....,tn € Z, x1,...,2, € R und h € Z.

Die Verteilungsfunktion eines stationéren stochastischen Prozesses ist also invariant ge-
geniiber Zeitverschiebungen. Diese Eigenschaft machen wir uns zunutze, um den stocha-
stischen Prozess zu modellieren und um Temperaturvorhersagen zu machen.

In Abbildung 3.1 sind die Temperaturen von Ziirich seit 1965 aufgetragen. Diese Zeitreihe
zeigt eine ausgeprigte saisonale Abhéngigkeit. Ausserdem muss von einem Trend ausge-
gangen werden (Temperaturerwédrmung).

Unser Temperaturzeitreihen-Modell hat vorlaufig die Form
Ti=mi+ st + R, E[R]=0
wobei T; die Temperatur, m; den Trend, s; den Saisoneffekt und R; die Residuen zur Zeit

t darstellen. In der Abbildung 3.1 stellt der rote Balken die Spannweite des Trends, der
blaue die des Saisoneffekts und der griine die der Residuen R; dar.

Trend und Saisoneffekt miissen entfernt werden, um Stationaritéit zu erlangen. Dazu
miissen diese Komponenten aus den Daten geschétzt werden.

3.1 Der Trend

Der Trend und der Saisoneffekt miissen iterativ geschétzt werden, damit sie sich nicht
gegenseitig beeinflussen. In den Iterationen wird der Saisoneffekt jeweils an die um den

17
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Abbildung 3.1: Tagestemperaturen in Ziirich seit 1965

Trend (aus der vorangehenden Iteration) bereinigte Zeitreihe angepasst. Ebenso wird der
Trend an die um den Saisoneffekt (aus der vorangehenden Iteration) bereinigte Zeitreihe
angepasst.

Um die Trendkomponente zu schétzen, bieten sich verschiedene Verfahren an. Fiir die
Analyse dieser Verfahren gehen wir davon aus, dass wir den wahren Saisoneffekt s; kennen,
und betrachten die Zeitreihe

Et = Tt — St

3.1.1 Lineare (oder polynomiale) Regression

Die lineare (oder polynomiale) Regression ist die néichstliegende Methode zur Trendschétzung.
Dabei wird an die Daten eine Gerade (bzw. ein Polynom vom Grad k) angepasst, d.h.

My =ag+ay-t+..+a-tr

Die Regressionsparameter ag, ..., ar werden dabei mit dem Verfahren der Kleinsten Qua-
drate bestimmt.

3.1.2 Glattende Splines

Die gldttenden Splines bieten sich an, wenn man keine funktionale Vorstellung iiber den
Verlauf des Trends hat. Man geht lediglich davon aus, dass die Entwicklung von m; relativ
glatt verlduft. Die Glattheit kann dabei mit

k
/(%At)zdt (3.1)
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gemessen werden. Je kleiner dieser Ausdruck ist, desto glatter ist die Trendfunktion. Haufig
wird die Ableitungsordnung k = 2 gewahlt. (3.1) misst dann die mittlere Kriimmung von
M.

Andererseits soll die Trendfunktion m; den Verlauf der Temperaturzeitreihe moglichst gut
wiedergeben, d.h. einen moglichst kleinen Bias besitzen.

Dazu wird der Ausdruck

Z(Eti - mti)2 (3.2)
i=1
minimiert, wobei ¢y, ..., ¢, die sogenannen Knotenpunkte sind. Falls die Residuen R;, nor-
malverteilt sind, entspricht (3.2) dem Negativen der Log-Likelihoodfunktion.
Die Minimierungen von (3.1) und (3.2) verhalten sich gegenléufig. Im Fall k = 2 wird das
Glattheitsmass (3.2) null, falls m; linear ist. Andererseits wird (3.2) minimal, falls m; die
Temperaturzeitreihe 73, , ¢ = 1...n interpoliert. Deshalb wird ein positiver Parameter o
eingefiihrt und die Funktion

N = _ dk
fali) = S (Bu — i P+ [ (Grmo?ds

i=1

nach m; minimiert, d.h. m; = argming, £o(m¢). Die Funktion £,(m;) ist eine sogenannte
Penalized Log-Likelihoodfunktion. Der Parameter a legt dabei fest, wie viel Gewicht der
Glattheit zukommen soll. Fiir k£ = 2 ist m; ein natiirlicher Spline (kubisch) mit Knoten
t1,...,tn. My ist also ein stiickweise kubisches Polynom.

3.1.3 Nadaraja-Watson-Kernschéitzer

FEin weiteres nichtparametrisches Verfahren zur Trendschitzung ist der Nadaraja- Watson-
Kernschitzer. Dieser bildet fiir jeden Zeitpunkt das gewichtete Mittel der (trendbereinig-
ten) Temperaturen seiner Nachbarpunkte. Dabei wird die sogenannte k-néichste Nachbar-
schaft verwendet, die wir fiir dem Zeitpunkt ¢ mit N(¢) bezeichnen.

Die k-nédchste Nachbarschaft N(t) w#hlt immer nur die k& Zeitpunkte aus, die zu ¢ am
néchsten liegen. Dadurch werden zum Beispiel fiir ein ¢ am linken Rand die k n&chsten
rechten Nachbarpunkte gewahlt.

Der Kernschéitzer fiir den Trend hat die Form

Y k(5EY B,
mt - n ‘t—ti‘
S k(5

wobei der Kern K(.) eine Gewichtung der Nachbarpunkte bewirkt. Als Kern wird haufig

9

K(z) = ((1-27)4)

gewihlt. Diese Funktion hat den Triager [—1,1].
by = maxje ) |t — t| bezeichnet den Abstand des Punktes ¢ zum k-néichsten Punkt. Somit
erhalten nur jene Punkte in der Nachbarschaft N(¢) ein Gewicht ungleich null. Hiufig

wird beim Nadaraja-Watson-Kernschétzer statt der k-néchsten Nachbarschaft (b;) auch
ein fester Parameter b verwendet.
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3.1.4 Der Lowess

Der Lowess (Locally weighted regression) ist ein von Cleveland [5] entwickeltes nichtpara-
metrisches Verfahren. Es beruht auf einer lokalen gewichteten Regression. Die Trendschétzung
my wird durch folgende Schritte bestimmt:

1. Definition der Nachbarschaft
Zuerst muss die Nachbarschaft N (t) fiir den Zeitpunkt ¢ bestimmt werden. Dazu wird
wie beim Kernschétzer die k-néchste Nachbarschaft verwendet.
by = maxcy, |t — t| bezeichnet wieder den Abstand des Punktes ¢ zum k-néchsten
Punkt.

2. Festlegung der Gewichte benachbarter Punkte
Wir fithren fiir jeden Punkt ein Gewicht ein. Diese Gewichte werden durch

vi(t) =W <|t ;tt”) (3.3)

definiert. Dabei ist

—u?)3 |u
W () ::{ (=) Iu;i (3.4)

die trikubische Gewichtsfunktion.

0.8 1.0
|

W(u)
04 06
|

0.2
|

0.0
|

T T T T T T T
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Das grosste Gewicht erhalten also die Daten, die dem zu schétzenden Zeitpunkt ¢
am néchsten sind. Fiir die weiter entfernten Punkte wird das Gewicht reduziert. Die
Punkte ausserhalb der Nachbarschaft N(¢) erhalten Gewicht 0. Dieser Gewichtung
liegt die Idee zu Grunde, dass die Punkte nahe bei ¢ mehr zu einem (lokalen) funk-
tionalen Zusammenhang beitragen als die weiter entfernten.

Wir setzen w;(t) := v;(t).

3. Lokale gewichtete Regression
Wir fithren nun eine polynomiale Regression vom Grad d durch. Die Regression wird
mit mit w;(¢) gewichtet. Die Regressionskoeffizienten werden durch

n
(ao, -+ aq) = argmin Y wi(t) - (T, —ao — ay - t; — - — aq - t])° (3.5)
(507"',[~ld)€Rd i=1
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Abbildung 3.2: Veranschaulichung der lokalen Regression: Um den Wert des Lowess an
der Stelle 20 zu berechnen, wird eine Regressionsgerade an die roten Punkte (Umgebung
N(20)) angepasst. Die Gewichtung ist unten eingezeichnet. Der Wert des Lowess bei 20
ist der griine Punkt auf der Regressionsgeraden.

bestimmt. Zur Bestimmung der Regression werden also nur die Punkte in der Nach-
barschaft N (¢) miteinbezogen.
Der an der Stelle ¢t angepasste Wert wird zur Schitzung des Trends verwendet, d.h.

e =ag+a-t+---+agq-th (3.6)

4. Berechnung der Robustheitsgewichte
Das Lowess-Verfahren kann durch die sogenannten Robustheitsiterationen robustifi-
ziert werden. Dazu betrachten wir die Residuen

Rt:Et_mt

des Lowess-Verfahrens. Jene Beobachtungen, die ein grosses Residuum besitzen, wer-
den heruntergewichtet. Dadurch kann der Einfluss dieser Ausreisser auf die lokale
Regression reduziert werden. Die Robustheitsgewichte werden durch

R
o-a(8)

1—u?)? 0<u<l1
B(u)::{é ) w0

die biquadratische Gewichtsfunktion ist und

bestimmt, wobei

h = 6 - median(| R;|).
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Abbildung 3.3: Biquadratische Gewichtsfunktion B(u)

5. Robustheitsiterationen
Wir fithren die lokale Regression in Schritt 3) mit den Gewichten

w;(t) = vi(t) - o4, (3.7)

nochmals durch. Diese Iteration wird mehrmals hintereinander mit immer neu be-
rechneten Robustheitsgewichten durchgefiihrt, bis die Lowess-Schétzung konvergiert.

Lowess ohne Robustheitsit.
Lowess mit 1 Robustheitsit.
Lowess mit 2 Robustheitsit.
Lowess mit 15 Robustheitsit.

9.8
1

9.6
Il

Temperatur

9.4

9.2

9.0

T T T
1965 1970 1980 1990 2000

Zeit

Abbildung 3.4: Konvergenzgeschwindigkeit des Lowess mit Robustheitsiterationen

Die Abbildung 3.4 vergleicht den Lowess fiir verschiedene Anzahlen von Robustheitsitera-
tionen (Datensatz Ziirich). Dabei zeigt sich, dass der grosste Unterschied nach der ersten
Iteration feststellbar ist (dies kommt vom Einfluss der Robustheitsgewichte). Von der er-
sten zur zweiten Iteration ist noch ein kleinerer Unterschied zu verzeichnen. Zwischen
der zweiten und der 15. Robustheitsiteration besteht der Unterschied nur noch im dritten
Nachkommabereich. Fiir die Temperaturdaten konvergieren die Robustheitsiterationen al-
so relativ schnell. Im wesentlichen reichen schon zwei Robustheitsiterationen aus.
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3.1.5 Diskussion
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Abbildung 3.5: Verschiedene Trendmethoden im Vergleich (Beispiel Ziirich)

Fiir die Trendschétzung muss eines dieser Verfahren gewéhlt werden. Die lineare (bzw.
polynomiale) Regression hat den Nachteil, dass sie eine bestimmte Form des Trends vor-
aussetzt. Zudem meinen die Klimatologen (z.B. in [8]), dass die Klimaerwérmung nicht
linear vonstatten gehen muss.

Ausserdem kann es durch die Umstellung der Temperatur-Messstationen (andere Senso-
ren) zu einer systematischen Verschiebung der Temperatur kommen (z.B. 0.5 °C mehr).
An diese Verschiebung kann sich ein nichtparametrisches Verfahren besser anpassen.
Deshalb fillt die Entscheidung zugunsten eines der nichtparametrischen Verfahren.

In Abbildung 3.5 sind die Trendschitzungen dieser Verfahren fiir Ziirich aufgetragen. Da-
bei wurden die Parameter der Verfahren so gewihlt, dass die dquivalenten Freiheitsgrade
iibereinstimmen. Es wird ersichtlich, dass der Trend bis zum Beginn der 80er Jahre fallend
ist, danach aber auf ein hcheres Niveau als 1965 ansteigt. Eine lineare Regression iiber
alle Daten wire also falsch gewesen. Allenfalls konnte eine stiickweise lineare Funktion
angepasst werden.

Die nichtparametrischen Verfahren zeigen alle dasselbe qualitative Verhalten des Trends.
Der Lowess mit Robustheitsiterationen liegt etwas hoher als die anderen Methoden. Dies
kommt daher, dass bei unseren Daten die Ausreisser vor allem nach unten vorhanden sind
(vgl. Abbildung 3.1). Diese Messungen sind jedoch legitim, denn diese tiefen Temperatu-
ren konnen hin und wieder auftreten. Deshalb werden sie nicht entfernt, da sonst unser
Modell verfilscht wiirde. Die Robustheitsiterationen des Lowess gewichten diese Ausreisser
jedoch herunter, und dadurch wird das Niveau des Trends etwas hoher als beim Lowess
ohne Robustheitsiterationen.

Da fiir unsere Daten eine robuste Trendschitzung vorteilhaft ist (Ausreisser), fillt die
Wahl auf den Lowess mit Robustheitsiterationen.

Das qualitative Verhalten des Trends bei verschiedenen Stationen féllt sehr unterschied-
lich aus. Dies zeigt sich in der Abbildung (3.6), die alle Trends in Amerika miteinander
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vergleicht. Dabei werden die Trends so verschoben, dass alle am 1. Januar 1965 bei 0 be-
ginnen.

Wird jedoch nur eine einzelne Regionen betrachtet (vgl. Cluster in Kapitel 2), zeigt sich
ein einheitlicheres Bild. Dies ist zum Beispiel bei den Stationen im Nordosten und Zentrum
der USA der Fall (Abbildung 3.7).
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Abbildung 3.6: Vergleich der Trends in Amerika
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Abbildung 3.7: Trends im Nordosten und Zentrum der USA
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3.2 Der Saisoneffekt

Die Temperturen unterliegen einem ausgeprigten Jahresgang. Dieser jahreszeitliche Tem-
peraturverlauf ist in seiner Spannweite um ein Vielfaches grosser als die des Trends. Des-
halb ist es fiir ein Temperaturmodell wichtig, die Saisonkomponente moglichst gut zu
schéitzen.

Die Entfernung der Saisonkomponente ertffnet auch einen Einblick in die Strukturen des
Temperaturprozesses. Die Abbildung 3.8 zeigt das Histogramm der Temperaturen von
Ziirich. Es sind darin zwei Gipfel erkennbar. Dies kommt daher, dass dieses Histogramm
aus einer Uberlagerung von verschiedenen Verteilungen zustande kommt. Je nach Jahres-
zeit hat die Verteilung der Temperaturen einen anderen Mittelwert.

Zur Schitzung der Saisonkomponente vergleichen wir wiederum verschiedene Verfahren.
Wie schon frither erwéhnt, miissen Trend und Saisoneffekt iterativ geschitzt werden. Fiir
unsere Untersuchung in diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dass der wahre Trend m;
bekannt ist, und wir betrachten die Zeitreihe

Dt:Tt—St.

Der geschétzte Saisoneffekt soll folgenden Anforderungen geniigen:

1. Nach Abzug der Saisonkomponente von der (trendbereinigten) Temperaturzeitreihe
soll das 1. Moment der Residuen vom Tag im Jahr unabhéngig sein.

2. Die Saisonkomponente soll eine Periode von 365 Tagen haben.
3. Der Schétzer des Saisoneffekts soll geniigend glatt sein.

4. Die Schitzung des Saisoneffekts soll robust sein.

Haufigkeit

50
1

-10 (o) 10 20

Temperatur (in °C)

Abbildung 3.8: Histogramm der Temperaturen von Ziirich
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Abbildung 3.9: Geglittetes Spektrum von Ziirich

Die Forderung 1) bringt uns dem Ziel eines stationdren Prozess um einen grossen Schritt

nédher. Die Unabhéngigkeit vom 2. Moment ist Thema des Kapitels 4.

Durch die Forderung 2) lisst sich der Saisoneffekt im Gegensatz zum Trend auch leicht

fiir Temperaturvorhersagen verwenden. Die Periode 365 der Temperaturzeitreihe lésst sich

auch sehr schon mit dem Spektrum nachweisen. In der Abbildung 3.9 ist das geglédttete
1

Spektrum von Ziirich aufgetragen. Der Peak tritt bei der Frequenz s5= auf.

In einem spéteren Stadium werden wir auch eine langsame Verédnderung des Saisoneffekts
im Laufe der Zeit zulassen.

Die Forderung 3) stellt sicher, dass die geschiitzte Saisonkomponente vom meteorologi-
schen Standpunkt aus Sinn macht, denn grosse Schwankungen zwischen benachbarten
Tagen sind nicht einsichtig.

Die Forderung 4) bewirkt, dass Ausreisser den Schitzer nicht verfilschen. Da in unseren
Daten Ausreisser (v.a. in den Wintermonaten) vorhanden sind, ist diese Forderung be-
rechtigt.

3.2.1 Bildung der Tagesmittelwerte

Eine fiir unsere Zwecke praktischere Parametrisierung von D; ist D, j, wobei v den Tag
des Jahres (1,---,365) und j das Jahr bezeichnet.
Wir betrachten nun den Saisoneffekt des Tages v. Um der Forderung 1) zu geniigen, sollte

s(v) = E[D,,] (3.8)

gelten. Eine naheliegende Schitzung von (3.8) bildet der empirische Mittelwert von D, .,
d.h. in unserem Fall
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Abbildung 3.10: Saisoneffekt mit Tagesmittel (gegléittet und ungegliittet)

Dieser Schitzer erfiillt nach Konstruktion die Forderung 2). Jedoch ist die Forderung
3) nicht erfiillt, wie man aus der Abbildung 3.10 (Datensatz Ziirich) ersehen kann. Dies
kommt daher, dass bei einem Stichprobenumfang von 36 Datenpunkten das arithmetische
Mittel als Schitzung des Erwartungswerts eine zu grosse Streuung aufweist. Die Varianz
des Schétzers betrigt

Ly

36 7
wobei 0, die Standardabweichung von D, . darstellt.
Um der Forderung 3) zu geniigen, muss die Kurve der Tagesmittelwerte noch geglittet
werden. Die rote Kurve in Abbildung 3.10 ist die Lowess-Gliattung der Tagesmittel. Die
Form des Saisoneffekts ldsst nicht auf einen lokalen linearen Zusammenhang schliessen.
Deshalb wied im Gegensatz zum Trend eine lokale quadratische Regression verwendet.
Eine Verbesserung zeigt sich besonders an den Extrema des Saisoneffekts, da dort die
Kriimmung maximal ist.
Ein Problem der Schitzung des Saisoneffekts mit Tagesmitteln ist die mangelnde Robust-
heit des Verfahrens. Deshalb erfiillt die Saisonschéitzung mit Tagesmitteln die Forderung
4) nicht.
Um auch die Forderung 4) zu erfiillen, kann das arithmetische Mittel aus (3.9) durch den
Median ersetzt werden.
Die resultierende Schitzung des Saisoneffekts am Beispiel Ziirichs zeigt die Abbildung
3.11.

Zum Vergleich wurde zusétzlich die Saisoneffektschétzung durch das arithmetische Mittel
aufgetragen. Fin deutlicher Unterschied zeigt sich vor allem in den Wintermonaten. Dort
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Abbildung 3.11: Vergleich des Saisoneffekts: arithmetisches Mittel und Median

ist der robuste Saisoneffekt etwas griosser. Dies liegt daran, dass in diesen Monaten Aus-
reisser nach unten vorkommen, die das arithmetische Mittel im Gegensatz zum Median
starker beeinflussen.

3.2.2 Schitzung des Saisoneffekts mit Fourieranalyse

Der Satz von Fourier besagt, dass jede Funktion f(t) mit Periode 365 in der Form

ft) = ao—i-Z(ajcos(wjt)—i—bjsin(wjt)) (3.10)
j=1
W = j-% (3.11)

dargestellt werden kann. Mit anderen Worten kann jede periodische Schwingung als Uber-
lagerung von harmonischen Schwingungen dargestellt werden, deren Grundfrequenz durch
die Wiederholfrequenz der periodischen Schwingung gegeben ist.

Um eine solche Funktion zu gliatten, kann man den hochfrequenten Anteil der Reihe weg-
lassen, d.h. nur die k ersten Summanden der Funktion (3.10) betrachten. Die geglittete
Fuktion f(t) hat also folgende Form:

k

ft) = ao+ Z(aj cos(wjt) + bj sin(w;t)) (3.12)
j=1

W = j-%. (3.13)

Der Saisoneffekt s; ist nach Forderung 2) eine Funktion mit Periode 365. Er ldsst sich
somit nach dem Satz von Fourier in der Form (3.10) schreiben. Da wir nach Forderung 3)
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von einem glatten Saisoneffekt ausgehen, verzichten wir auf den hochfrequenten Anteil und
gehen von der Form (3.12) aus. Jedoch wird der Wert ag nicht benétigt, da der Saisoneffekt
den Mittelwert 0 hat (der Trend wurde schon abgezogen).
Unter diesen Annahmen lisst sich die Reihe D; als
k
D, = Z(aj cos(wjt) + bjsin(w;t)) + Ry (3.14)
j=1

schreiben. D, ist also zusammengesetzt aus dem deterministischen Saisoneffekt s; und
den stochastischen Grossen Rt. Aus dieser Reihe D; muss also die Saisonkomponente s;
geschétzt werden. Durch die Gleichung 3.14 reduziert sich das Problem auf die Schéitzung
der Koeffizienten aq,...,a; und bq,...,bg. Ferner muss eine verniinftige Wahl des Glatt-
heitparameters k getroffen werden.
Die Beziehung (3.14) ldsst sich in Matrixform folgendermassen darstellen:

a
Dy cos(wy - 1) ... cos(wy-1) sin(wy-1) ... sin(wy-1) : Ry
_ ak
= by +
D, cos(wy -n) ... cos(wg-n) sin(w;-n) ... sin(wg-n) ; R
b
(3.15)

Bei gegebenem k ist dies ein multiples Regressionsproblem. Zur Schétzung der Koeflizien-
ten kann der Kleinste Quadrate-Schétzer verwendet werden, d.h.

2
n

k
(a1, ag,b1,---by) = argmin Z Z a;j cos(wjt) + bysin(w;t)) | . (3.16)

a1 digeb1,sbr =1 j=1

Der Spezialfall £ = 1 entspricht einem sinusférmigen Saisoneffekt. Aus physikalischer Sicht
(Sonnenstand) wire die Sinusform korrekt.
Mit dem Kleinsten Quadrate-Schétzer erhélt man fiir £ = 1 die Koeffizienten

" - Dy - t) — - Dy - si t
6 — Dot (css ¢ - cos(wit) gcs ¢ - sin(wy )) (3.17)
Cec * Css — Cgg
b — Yoy (ccs - Dy - cos(wit) — cee - Dy - sin(wlt)) | (3.18)

Cgs — Ccc * Css

wobei cgs = Y 1y sin(t)?, cee = Y pq cos(t)? und ces = Yy cos(t) - sin(t).

Fiir die Wahl des Parameters k betrachten wir die mit dem Kleinsten Quadrate-Schétzer
bestimmten Koeffizienten fiir verschiedene Werte von k. In Tabelle (4.1) sind die Koeffi-
zienten fiir k = 1,2,3 eingetragen (Datensatz Ziirich). Dabei zeigt sich, dass k = 2 eine
bedeutende Verbesserung gegeniiber £k = 1 darstellt. Dagegen liefert & = 3 gegeniiber
k = 2 nur eine geringfiigige Verbesserung.

Dies bestétigt sich auch in Abbildung 3.12, wo die Saisoneffekte von k = 1,2, 3 iiberein-
ander aufgetragen wurden.
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| [ o] b af b e b]
1869 | 274
2| -8.70 | -2.75 | 0.38 | 0.64
3| -8.69 | -2.75 | 0.38 | 0.63 | -0.03 | 0.03

> > o
I

Tabelle 3.1: Fourierkoeffizienten fiir verschiedene Werte von k (Ziirich)

Saisoneffekt (in °C)

T T T T
0 100 200 300

Tag des Jahres

Abbildung 3.12: Vergleich der Saisoneffekts fiir verschiedene &

Der aus der Fourieranalyse gewonnene Schitzer des Saisoneffekts hat nach Konstruktion
Periode 365 (Forderung 2) und ist auch glatt (Forderung 3). Das Problem bildet die
Forderung 4), denn die Kleinste Quadrate Methode ist nicht robust gegeniiber Ausreissern.
Eine Moglichkeit festzustellen, ob es einflussreiche Beobachtungen gibt, und wie stark sie
die Regression beeinflussen, bietet die Cook’s Distanz. Sie ist definiert als

(0D — )T (XTX) (8% — f)

5; = Sra2 ) (3.19)

Dabei bezeichnet X die Matrix der erklirenden Variablen und 8 den Vektor der geschétz-
ten Parameter. In unserem Fall gilt § = (a,--- G, b, - l;k)T Der Vektor 6 ist die
Parameterschitzung unter Ausschluss der i-ten Beobachtung.

Die Cook’s Distanz §; misst also den Einfluss der i-ten Beobachtung auf die Parame-
terschiatzung. Als Abstandsmass wird die durch die Kovarianzmatrix von 6 definierte Me-
trik verwendet.

In Abbildung 3.13 ist die Cook’s Distanz §; aus der Regression mit & = 2 fiir alle Be-
obachtungen aufgetragen (Datensatz Ziirich). Wir stellen fest, dass einige einflussreiche
Beobachtungen vorhanden sind, wobei die drei einflussreichsten mit der Beobachtungs-
nummer gekennzeichnet sind. Diese Beobachtungen fallen auch schon in der Abbildung
3.1 auf.

Der Einfluss dieser Beobachtungen auf das Regressionsmodell ist zwar nicht gewaltig, da
viele Daten vorhanden sind. Es gibt jedoch Wetterstationen, die deutlich mehr Ausreisser
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besitzen, welche die Schétzung stérker beinflussen (vgl. Vancouver in Anhang C).
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0.0010
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0.0000
|

T T T T T T T
o) 2000 4000 6000 8000 10000 12000
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Abbildung 3.13: Cook’s Distanz des Modells k = 2

Eine Variante zur Behandlung der Ausreisser wire deren Entfernung. Dadurch wiirden
aber die Vertrauensintervalle in Frage gestellt.

Eine bessere Losung bietet die robuste Regression. In unserem Fall haben wir nur Aus-
reisser in der y-Richtung. Deshalb bietet sich der Huber-Regressionsschétzer an. Die Pa-
rameter werden dort durch

. . n Dy — % (@, cos(wjt) + b; sin(w;t
(dla"'ad/{:;bla"'bk‘): al“gmin ch< ! Zj_l(j E j) d ( j))>

LT o

@10k ,b1,00bk t=1
(3.20)

geschéitzt. Dabei ist
1,2
_J qu falls |u| < ¢
pe(v) { c-(Jul—%) falls ju| > ¢ (3.21)

und & eine Schitzung der Standardabweichung.

Beim Huber-Schétzer wird die Funktion p.(u) anstelle von u? beim Kleinsten Quadrate
Schitzer verwendet. Diese Funktion ist in Abbildung 3.14 aufgetragen. Sie bildet einen
stetig differenzierbaren Ubergang von einer quadratischen zu einer linearen Funktion. Die
Werte |u| grosser als ¢ werden also heruntergewichtet. Die Wahl des Parameters ¢ hingt
von der Standardabweichung der Residuen ab. Deshalb werden die Residuen in (3.20) nor-
miert. Fine iibliche Wahl fiir ¢ ist dann 1.345.

Berechnet man die Koeffizienten fiir verschiedene k& mit dem Huber-Schéitzer nochmal
neu, ergeben sich die Werte aus der Tabelle 3.2. Wiederum scheint k& = 2 eine gute Wahl
zu sein. Die Unterschiede zu den Koeffizienten in Tabelle 3.1 spielen sich im zweiten Nach-
kommabereich ab. Dennoch ist beim Vergleich des robusten mit dem Kleinsten Quadrate
Saisoneffekt ein kleiner Unterschied feststellbar.
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Abbildung 3.14: Funktion p.(u) des Huber-Schétzers

| | | b af bpf as| bs]
1]-8.65 | -2.75

2 | -8.65 | -2.73 | -0.34 | 0.68
3|-8.65 | -2.73 | -0.34 | 0.68 | -0.04 | 0.07

IS
I

Tabelle 3.2: Koeffizienten bei robuster Regression fiir verschiedene Werte von k (Ziirich)

3.2.3 Diskussion

Wir haben mit den Tagesmitteln (bzw. Median) und der Fourieranalyse zwei Methoden
zur Schitzung des Saisoneffekts zur Verfiigung. Abbildung 3.15 vergleicht die Saisoneffekt-
Schatzung des Medians mit der der Fourieranalyse mit & = 2. Die Verfahren zeigen eine
erstaunliche Ubereinstimmung. Am Beispiel Ziirich betrigt die maximale Abweichung 0.34
°C.

Wir haben gesehen, dass der Sinus keine geeignete Schitzung des Saisoneffekts ist. Statt-
dessen ist die Variante mit k& = 2 vorzuziehen. Der Unterschied des Saisoneffekts mit
k = 2 zur idealen Sinusform lésst sich durch die Witterungsbedingungen erkldren. So ist
die Erwérmung im Friihling oft durch das schlechten Wetter verzogert.

Wir betrachten nun das geglittete Spektrum der um den Saisoneffekt bereinigten Zeitreihe.
Dieses ist in der Abbildung 3.16 aufgetragen (Beispiel Ziirich). Bei beiden oben vorgestell-
ten Verfahren zeigt sich dasselbe Bild. Ein Vergleich mit dem Spektrum vor Entfernung der
Saisonkomponente (Abbildung 3.9) zeigt, dass der Peak bei der Frequenz % verschwun-
den ist. Wir haben also mit unseren Saisoneffekt-Schitzungen die 365-Tage Periodizitét
erfasst.
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Abbildung 3.15: Saisoneffekt durch Bildung von Medianen (gegléttet und ungeglittet)
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Abbildung 3.16: Spektrum nach Entfernung des Saisoneffekts
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3.3 Das STL-Verfahren

In diesem Abschnitt soll das von Cleveland [6] entwickelte STL Verfahren erldutert wer-
den. Es handelt sich um einen Algorithmus, der eine Zeitreihe iterativ in ihre Trend- und
Saisonkomponente zerlegt.

Fiir die Trendkomponente wird ein Lowess verwendet. Dies ist genau das Verfahren, das
wir in Abschnitt 3.1.4 fiir die Trendschétzung gewahlt haben.

Die Schétzung der Saisonkomponente basiert auf einem raffinierten Verfahren, das wir nun
néher betrachten werden. In diesem Verfahren fliesst auch der Lowess mit ein. Der Vorteil
dieser Schitzung der Saisonkomponente besteht darin, dass Verdnderungen im Saisonef-
fekt zugelassen werden. Die bisher betrachteten Schétzer setzen alle einen periodischen
Saisoneffekt voraus.

Zunichst miissen wir noch etwas Notation einfiithren:

o T, sei die Temperaturzeitreihe (t =1,...,n)

° mﬁ’“) ist die Schiatzung des Trends nach dem k-ten Durchgang.
(k)

5; " ist die Schitzung der Saisonkomponente nach dem k-ten Durchgang.

° w§k) sind die Robustheitsgewichte nach dem k-ten Durchgang (wgl) =1)

N(m) ist die Fensterbreite (Grosse der Nachbarschaft) fiir die Lowess-Glittung des
Trends

n(s) ist die Fensterbreite fiir die Lowess-Glittung der Saisonkomponente

® d(;,) ist der Grad der lokalen Regression beim Lowess des Trends

d(s ist der Grad der lokalen Regression beim Lowess des Saisoneffekts

e p bezeichnet die Periode des Saisonganges (hier: p = 365 Tage)

Wir betrachten nun den den k£ + 1-ten Durchgang des STL-Algorithmus:

1. Entfernung der Trendkomponente
Wir entfernen die im vorangehenden Durchgang bestimmte Trendschétzung mg’“) von
der Zeitreihe T;. Im ersten Durchgang (k = 1) existiert noch keine frithere Trend-
komponente, und daher wird keine Subtraktion durchgefithrt. Die um den Trend

bereinigte Zeitreihe ngﬂ) sieht also folgendermassen aus:

PRCEI B M falls k> 1
t ‘ T, falls k = 1

2. Glittung der Tageszeitreihen

Die Zeitreihe Dikﬂ) wird nun in die den Jahrestagen entsprechenden Teilreihen auf-
geteilt. Dazu wird Dt(kH) umparametrisiert: Dl(,?rl) ist der Wert der Zeitreihe D§k+1)
am Tag v (v nimmt Werte von 1 bis 365 an) des Jahres j. Bei festem v ist Dl(fﬂ) die
dem Tag v entsprechende Unterreihe (j ist variabel). Als Beispiel ist in der Abbildung

3.17 die 1. Juni-Reihe Dﬁg) ; von Ziirich aufgetragen (Jahre 1965-2000).
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Abbildung 3.17: Lowess von D%? ; mit Extrapolation der Jahre 1964 und 2001 (griin)
Jede der 365 Unterreihen Dl(,]ffl) (v =1,...,365) wird nun mit einem Lowess mit

Fensterbreite n(,) geglittet. Beim Beispiel der Abbildung 3.17 ist diese Kurve rot
eingezeichnet.

Der Grad der lokalen Regression sei d(5) und die wl(,k;) werden als Robustheitsgewichte
verwendet. Der verwendete Lowess fiihrt selbst keine Robustheitsiterationen durch,

da wir schon die Robustheitsgewichte w®)

y; zur Verfligung haben.

Der Lowess extrapoliert bei jeder der 365 Unterreihen an beiden Enden je einen Wert
(Jahr). Bei unserem Beispiel ist die Extrapolation des 1. Junis der Jahre 1964 und
2001 griin eingetragen.

Die geglétteten und extrapolierten Unterreihen werden nun wieder zur Zeitreihe
C’t(k+1) (t =—=p+1,...,n+ p) zusammengesetzt. Diese Reihe durch hat durch die
Extrapolation der Unterreihen nun n + 2 - p Werte.

. Low-Pass-Filter auf C’t(kH) anwenden

Wir wollen die Zeitreihe C’t(kﬂ) nun glatten. Dazu werden vier Glattungsschritte
hintereinandergeschaltet:

e Zunichst wird die Reihe mit einem gleitenden Mittel (Moving Average) der Liange
p geglittet. Dabei werden jeweils die Mittelwerte der p benachbarten Werte ge-
bildet.

Das gleitende Mittel beriicksichtigt im Gegensatz zum Lowess an beiden Seiten
des Wertes eines Zeitpunkts ¢ gleich viele Werte zur Mittelung. Deshalb kann
das gleitende Mittel nicht an den Réndern der Zeitreihe verwendet werden. Die
mit einem gleitenden Mittel der Lénge p geglédttete Reihe nimmt also nur noch

Wertevontzl—p—gl,...,n+1%lan.
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e Es wird ein zweites gleitendes Mittel der Liangen p auf die im vorhergehenden
Schritt gegliattete Reihe angewendet. Die neue Reihe ist fiir die Zeitent =1 —1,...,n+ 1

definiert.
e Ein weiteres gleitendes Mittel der Linge 3 wird auf die oben erhaltene Reihe
angewendet. Wir haben nun eine Zeitreihe, die fiir die Zeitpunkte t = 1,...,n

definiert ist.

Dies ist derselbe Bereich wie die urspriinglich betrachtete Temperaturzeitreihe
T;. Die Extrapolationen im Schritt 2 des STL-Algorithmus mussten nur darum
gemacht werden, um die 3 gleitenden Mittel ohne Datenverlust verwenden zu
konnen.

o Als letzter Glattungsschritt wird noch ein Lowess mit Fensterbreite n(; auf die
mit den gleitenden Mitteln erhaltene Reihe angewendet. Dabei entspricht die
Fensterbreite n(;) der Periode der Zeitreihe, d.h. in unserem Fall gilt n) = 365.
Fiir die lokele Regression wird der Grad 1 gewihlt (lokale lineare Regression).

Die mit den obigen 4 Gléattungsschritten erhaltene Reihe bezeichnen wir mit Lgkﬂ)

t=1,...,n.

4. Bildung der Saisonkomponente
Um die Saisonkomponente zu erhalten, wird von der im Schritt 2 erhaltenen Zeitreihe

Ct(kH) die im Schritt 3 geglittete Reihe LE’“*” abgezogen, d.h.

§§k+1) _ Ct(k+1) . Lgkﬂ)

Der Abzug von Lgkﬂ)
eingehen.

bewirkt, dass keine langfristigen Zyklen in den Saisoneffekt

5. Entfernung der Saisonkomponente
Um den Trend an die Temperaturzeitreihe 7; anzupassen, muss zunéchst die im
Schritt 5 berechnete Saisonkomponente entfernt werden. Der Trend wird also an die
Zeitreihe
E§k+1) = T; — g,*+D)

angepasst. Damit soll ausgeschlossen werden, dass der Saisoneffekt den Trend beein-
flusst.

6. Trend anpassen
Um den Trend m,ﬁ’““) zu schétzen, wird die Zeitreihe Et(kﬂ) mit einem Lowess der
Fensterbreite n(,,) geglittet. Die lokale Regression hat den Grad d,,) und Robust-
heitsgewichte w,gk). Wiederum sind keine zusétzlichen Robustheitsiterationen des Lo-

(k)

wess notig, da die Robustheitsgewichte w;"” schon vorhanden sind.

7. Robustheitsgewichte berechnen
Das STL Verfahren soll robust gegeniiber Ausreissern sein. Dabei gilt es vor allem die
an verschiedenen Orten eingesetzten Lowess-Verfahren mit Robustheitsgewichten zu
versehen. Da der STL iterativ arbeitet, werden bei den einzelnen Lowess-Schéitzern
keine Robustheitsiterationen verwendet. Stattdessen werden pro Iteration des STL
einmal die Robustheitsgewichte fiir die in der néchsten STL-Iteration verwendenten
Lowess-Glédtter bestimmt. Dies geschieht in diesem Schritt.

Es seien

R£k+1) —T - mgk—l-l) . §£k+1)
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die Residuen der Temperaturzeitreihe nach Abzug von Trend und Saisoneffekt.
Die Robustheitsgewichte werden dann durch

(k+1)
oV =5 (Lh'>

bestimmt, wobei

_fa-u)? 0<p<1
B(w) '—{ 0 > 1
und
h = 6 - median(|R* V).
) : . . . . (k+1) _ (k+1)
Fiir lokale Regression beim Lowess werden also die Robustheitsgewichte w, =0
verwendet.

In Abbildung 3.18 ist die mit dem STL-Verfahren erzeugte Trend- und Saisonkomponente
der Temperaturen von Ziirich zu sehen. Fiir die Trendschétzung wurde der Glattungspa-
rameter f(,,) = 0.5 verwendet. Dieser Parameter gibt an, welcher Prozentsatz der Daten
fiir die lokale Regression verwendet wird, d.h. n¢,) = f(n) - n. Der Glittungsparameter
der Saisonkomponente war f,) = 0.8. Fiir die Verdnderung der Saisonkomponente darf
nicht ein zu kleines f(,) wurde gewihlt werde, da die Saisonkomponente dann den Jahres-
temperaturen zu stark folgt. Dies widerspricht aber dem Konzept des Saisoneffekts. Die
Saisonkomponente soll iiber einen grésseren Zeitraum giiltig sein, um Vorhersagen anzu-
stellen. Zudem wird bei der lokalen Regression beim Saisoneffekt d(,) = 0 gewéhlt.

Die Wahl der Glattungsparameter f(,,) und f(y) ist fiir die Giite der Temperaturvorhersa-
gen von zentraler Bedeutung. Es gibt aber keine feste Regel, wie die Parameter zu wahlen
sind. Fiir jedes Anwendungsgebiet kénnen sich andere Parameter als sinnvoll erweisen.
Mit der optimalen Wahl von f(;) und f(,) werden wir uns deshalb in Kapitel 7 nochmals
beschéftigen.

Die STL-Saisonkomponente in Abbildung 3.18 zeigt bei aufeinanderfolgenden Tagen hohe
Schwankungen. Dies ldsst sich aus meteorologischer Sicht nicht erkldren. Deshalb glétten
wir die Saisonkomponente mit einem Lowess mit dem kleinen Gléttungsparameter f,)
0.0025. Dieser Parameter wir deshalb so klein gew#hlt werden, da ja nur ein glatter Ver-
lauf des Jahresgangs angestrebt wird. Der Saisoneffekt selbst soll aber beibehalten werden.
Auch der Einfluss des Parameters f(,) auf die Vorhersagegiite wird in Kapitel 7 iiberpriift.

Das STL Verfahren zeichnet sich dadurch aus, dass sich der Saisoneffekt im Laufe der Zeit
verindern kann. Dies ist zum Beispiel sinnvoll, wenn sich ein globaler Temperatur-Trend
nicht auf alle Monate gleich auswirkt. Dies ist zum Beispiel in San Antonio der Fall (vgl.
Anhang C), wo ein Anstieg des Saisoneffekts in den Wintermonaten zu verzeichnen ist. Im
Sommer hingegen ist kein Anstieg des Saisoneffekts beobachtbar. Dies heisst aber nicht,
dass sich die Temperaturen nicht erwadrmen, denn die Erwdrmung ist im Trend bertiick-
sichtigt (der Trend von San Antonio ist bis Mitte der 70er Jahre leicht abflachend und
steigt danach stetig an). In den Sommermonaten ist die Erwérmung in San Antonio also
hochstens so gross, wie der globale Trend m;. Die Erwdrmung des Winters in San Antonio
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Abbildung 3.18: Temperaturen, STL-Trend, STL-Saisoneffekt und Residuen von Ziirch
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Abbildung 3.19: Geglatteter STL-Saisoneffekt von Ziirch

fallt aber stédrker aus, als der das ganze Jahr beriicksichtigende Temperatur-Trend.

Um diese Verdnderung genauer zu untersuchen, kénnte man die Verdnderung der Saison-
komponente fiir jedem einzelnen Jahrestag betrachten. Um ein aussagekriftigeres Bild zu
erhalten, werden die Tages-Temperaturen jedes Monats gemittelt. Dadurch entsteht eine
neue Zeitreihe mit monatlichen Daten. Bei dieser Reihe betrachten wir nun die Verénde-
rung des Saisoneffekts jedes Monats. Dies ist in der Abbildung 3.20 dargestellt. Die rote
Linie ist der STL-Saisoneffekt, und die Punkte stellen die effektiven mittleren Tempera-
turen des jeweiligen Monats dar.
Diese Plots bestétigen, dass die Temperaturen im Dezember, Januar und Februar iiber-
durchschnittlich ansteigen, in den Monaten Juni, August, September Oktober und Novem-
ber hingegen unterdurchschnittlich. Diese zwei gegenldufigen Bewegungen kompensieren
sich, da der Trend den durchschnittlichen Temperaturanstieg darstellt.
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Abbildung 3.20: Verdnderung der Saisonkomponente in verschiedenen Monaten (Beispiel
San Antonio)
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Kapitel 4

Die Heteroskedastizitat der
Residuen

Wir haben uns als Ziel gesetzt, eine stationire Zeitreihe zu erhalten. Bisher haben wir dazu
den Trend und den Saisoneffekt von den Temperaturzeitreihen abgezogen. Nun werden wir
die resultierenden Residuen R; genauer untersuchen. In Abbildung 3.18 im vorhergehenden
Kapitel sehen wir die Residuen R; von Ziirich. Hier ist keine offensichtliche saisonale
Abhéngigkeit mehr erkennbar.

Bei den Residuen R; von San Antonio (Abbildung 4.1) zeigt sich hingegen ein anderes
Bild. Diese Residuen weisen nach wie vor eine ausgeprigte saisonale Abhégigkeit auf.

15
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Residuen R; (in °C)
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Abbildung 4.1: Residuen R; von San Antonio

Wir stellen aber fest, das dieser Effekt nicht wie der schon entfernte Saisoneffekt eine dem

43
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Jahresgang entprechende Anhebung bzw. Senkung der Residuen bewirkt. Die Residuen
haben stets den Mittelwert 0.

Hier haben wir es mit einem Effekt zu tun, der die Residuen im Verlauf des Jahres mit
einem sich verdnderden Faktor multipliziert, d.h. die Standardabweichung der Residuen
ist vom Jahresgang abhéingig.

Deshalb betrachten wir nun die Verdnderung des 2. Moments im Verlaufe des Jahres,
nachdem in Kapitel 3 die Saisonalitéit des 1. Moments entfernt wurde.

Die Residuen R; haben also folgende Form:
Rt =0t - It- (41)

Dabei ist o; die Standardabweichung des Tages t. Diese hat eine Periode von 365 Ta-
gen, d.h. oy = 044365. Mit I; werden die normierten Residuen bezeichnet (E[I;] = 0 und
Var[[;] = 1).

4.1 Schitzung der saisonalen Standardabweichung

Um die Residuen R; zu normieren, miissen wir nun die Standardabweichung o; schétzen.
Dazu bieten sich wiederum verschiedene Verfahren an.

4.1.1 Die empirische Tages-Standardabweichung

Das néchstliegende Verfahren ist die Schétzung der Standardabweichung von jedem ein-
zelnen Tag des Jahres. Als Parametrisierung von R; verwenden wir wieder R, j, wobei v
den Tag des Jahres und j das Jahr bezeichnet.

Die empirische Varianz des Tages v berechnet sich durch

2000

62 = ! > R, (4.2)

(n—p) j=1965

In dieser Formel miissen wir keinen Mittelwert mehr abziehen. Dies haben wir mit der
Trend- und Saisoneffekt-Schétzung schon erledigt. Um eine erwartungstreue Varianz-Schétzung
zu erhalten, muss durch (n — p) dividiert werden. Dabei bezeichnet p die Anzahl dquiva-
lenter Freiheitsgrade, die zur Trend- und Saisoneffektschéitzung verwendet wurden.

Um die Standardabweichung zu schétzen, muss die Wurzel aus (4.2) gezogen werden. Dies
ergibt jedoch keinen erwartungstreuen Schétzer fiir die Standardabweichung.

In Abbildung 4.3 ist diese Schiatzung fiir alle Jahrestage aufgetragen.

4.1.2 Standardabweichungs-Schitzung mit Lowess

Beim obigen Vorgehen ist die Schwankung der Tages-Standardabweichung von aufeinan-
derfolgenden Tagen relativ gross. Dies liegt daran, dass fiir einen einzelnen Tag nur 35
Daten zur Verfiigung stehen. Durch Einbezug der Residuen von benachbarten Tagen kann
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die Genauigkeit der Schitzung erhoht und die Schwankung reduziert werden.
Eine Moglichkeit dazu ist die Glattung der geschétzten saisonalen Standardabweichung
(z.B. mit Lowess).

Besser ist es jedoch, schon von vornherein die benachbarten Tage zur Schatzung der Tages-
Standardabweichung einzubeziehen. Dazu gehen wir wie folgt vor:

1. Wir tragen fiir jeden Tag des Jahres die absoluten Residuen auf. Die ist in Abbildung
4.2 illustriert.

2. Durch die absoluten Residuen passen wir einen Lowess an (griine Kurve in Abbildung
4.2). Mit dieser Wahl besitzt die Kurve eine vom meteorologischen Standpunkt aus
sinnvolle Glattheit. Um die Periodizitét an den Rédndern (v = 1, v = 365) zu gewéhr-
leisten, fiigen wir am linken und rechten Rand nochmals die absoluten Residuen an.

3. Die angepasste Kurve muss mit einer Konstante ¢ multipliziert werden, um eine
Schétzung der Standardabweichung zu erhalten.

35
[S]

20
|

Absolut—-Betrag der Residuen
15

0 100 200 300

Tag

Abbildung 4.2: Berechnung der saisonalen Standardabweichung mit Lowess (Beispiel San
Antonio)

Die Verwendung des Absolut-Betrags der Residuen hat zwei Vorteile gegeniiber den qua-
rierten Residuen. Zum einen erhalten wir direkt eine Schitzung der Standardabweichung
(und nicht der Varianz). Zum andern wiirden Ausreisser durch eine Quadrierung noch
mehr Gewicht auf die Standardabweichungsschiatzung erhalten.

Geméss Schritt 3 muss die Schétzung mit einer Konstante multipliziert werden, um die
korrekte Standardabweichungsschitzung zu erhalten. Unter der Normalverteilungsannah-
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me Ry ~ N(0,07) betriigt diese Konstante /7, wie die folgende Rechnung zeigt:

2

1 e
BRI = = [ lale s (4.3)
t J—00
2 [ -z
= re 2% dx 4.4
\/27TUt/O ( )

Substitution \/? o, (4.5)
Y

Es folgt also, dass oy = /5 - E[|Ry] ist.

Die Multiplikation mit dieser Konstante ist nur von sekundirer Bedeutung. Wir sind
hauptséchlich daran interessiert, die Heteroskedastizitdt der Residuen zu beseitigen, um
eine stationédre Zeitreihe zu erhalten. Die Konstante ¢ bewirkt lediglich, dass die Varianz
der Residuen eins betrégt.

Der Lowess in Schritt 2 wurde ohne Robustheitsiterationen gewihlt. Die Robustheitsi-
terationen des Lowess benéGtigen eine konstante Varianz der Residuen, um ein sinnvolles
Resultat zu liefern. Ansonsten wiirden jene Werte, denen eine grosse Varianz zugrunde
liegt, als Ausreisser heruntergewichtet. Die absoluten Residuen besitzen aber gerade eine
heteroskedastische Struktur, die wir durch den Lowess schéiitzen wollen. Deshalb wiirden
die grossen Varianzen systematisch zu klein geschétzt.

Die Abbildung 4.3 bestétigt, dass die Standardabweichungsschéitzung beim Lowess mit
Robustheitsiterationen systematisch zu tief liegt. Zudem nimmt die Schétzung an den
Réndern, wo die grossten Residuen auftreten, ab. Dies erklart sich dadurch, dass diese
grossen Residuen Gewicht null erhalten.

4.1.3 Schitzung der saisonalen Standardabweichung mit Fourieranalyse

Die in Kapitel 3 vorgestellte Fourieranalyse zur Schitzung des Saisoneffekts lésst sich auch
auf die Schétzung der saisonalen Standardabweichung anwenden.
Dabei gehen wir wie folgt vor:

1. Wir tragen fiir jeden Tag des Jahres die absoluten Residuen auf, wie in Abbildung
4.2 illustriert.

2. Durch die absoluten Residuen passen wir eine Funktion der Form

k

ft) =ao+ Z(aj cos(wjt) + bj sin(w;t))
j=1

; L 4. 2m
mit wj = J - 555 an.
3. Die angepasste Kurve muss mit einer Konstante ¢ multipliziert werden (wobei ¢ = /%5

2
bei Normalverteilung), um eine Schitzung der Standardabweichung zu erhalten.

Aus denselben Griinden wie im obigen Abschnitt ist hier die Heruntergewichtung der gros-
sen Residuen nicht angebracht. Deshalb verzichten wir auf eine robuste Regression.
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Da der Mittelwert der absoluten Residuen nicht null ist, muss hier im Gegensatz zur
Saisoneffekt-Schitzung noch ein Intercept ag geschétzt werden.

Fiir die Wahl des Parameters k betrachten wir wiederum die Koeffizienten fiir verschiedene
Werte von k (am Beispiel San Antonios):

| | 0| o] bi| a] b| as] b| aa| b
2.92 | 1.55 | 0.34
2.92 | 1.55 | 0.34 | -0.08 | -0.21
2.92 | 1.55 | 0.34 | -0.08 | -0.21 | -0.18 | 0.00
2.92 | 1.55 | 0.34 | -0.08 | -0.21 | -0.18 | 0.00 | 0.05 | -0.02

o N
|
W N =

Tabelle 4.1: Fourierkoeffizienten fiir verschiedene Werte von k (San Antonio)

Die Koeflizienten und der Vergleich der geschétzten Standardabweichungs-Kurven deuten
auf eine Wahl von k£ = 3 hin. Die Verdnderung bei héheren Werten von k ist nur noch
geringfiigig. Auch an den anderen Stationen bewéhrt sich die Wahl k& = 3.

In der Abbildung 4.3 sehen wir, dass der Unterschied zwischen der Standardabweichungsschéitzung
mit dem Lowess (ohne Robustheitsiterationen) und mit der Fourieranalyse (k = 3) nur
gering ist. Beide Verfahren wiirden sich fiir die Standardabweichungsschétzung eignen. Im
weiteren Vorgehen verwenden wir aber die Schitzung mittels Lowess.

Standardabw. mit Tagesmittel
Standardabw. mit Loess (ohne Robustheitsit.)
Standardabw. mit Loess (mit Robustheitsit.)
Standardabw. mit Fourieranalyse (k=3)
I l

Standardabweichung
4
=
=
=7
L5
==

Tag des Jahres

Abbildung 4.3: Vergleich der verschiedenen Schétzungsmethoden der Heteroskedastizitit
der Residuen
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4.1.4 Diskussion

In Abbildung 4.3 erkennt man deutlich die saisonale Abh#ngigkeit der Standardabwei-
chung. Im Winter ist die Standardabweichung hoher als im Sommer. So finden in den
Wintermonaten einerseits Kélteeinbriiche statt, andererseits kénnen auch Temperaturen
von bis zu 20 °C vorkommen.

Die Form der saisonalen Standardabweichung ist bei allen Standorten &hnlich wie in San
Antonio, jedoch ist der Unterschied zwischen Sommer und Winter nicht iiberall gleich
ausgepragt. Deshalb ist die saisonale Abhéngigkeit der Standardabweichung nicht iiberall
schon aus den Residuen ersichtlich (z.B. in Ziirich).

In Abbildung 4.4 sehen wir die mit der saisonalen Standardabweichung normierten Resi-
duen I; von San Antonio. Im Vergleich mit Abbildung 4.1 ist die saisonale Abhangigkeit
nun grosstenteils verschwunden.

normierte Residuen I, (in °C)
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Abbildung 4.4: Normierte Residuen I; von San Antonio

Das neue Modell fiir die Temperaturzeitreihen sieht nun folgendermassen aus:

T, = my + s¢ + oy - Iy (46)

4.2 Der modifizierte STL-Algorithmus

Die Heteroskedastizitit der Residuen R; hat auch Konsequenzen auf die Schiatzung von
Trend und Saisoneffekt. Das in Kapitel 3 vorgestellte STL-Verfahren geht von Residuen
mit konstanter Varianz aus. Die Heteroskedastizitét der Residuen muss in die Gewichtung
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bei der lokalen Regression einfliessen.
Die Schritte 1) - 6) der (k 4 1)-ten Iteration des STL-Algorithmus aus Kapitel 3 bleiben
unverdndert.

Die iibrigen Schritte sehen nun folgendermassen aus:

7. Saisonale Standardabweichung 6£k+1) berechnen
Um die Heteroskedastizitéit zu beriicksichtigen, muss zun#chst die saisonale Stan-
dardabweichung von ngﬂ) geschétzt werden. Dies geschieht mittels der in Abschnitt
(4.1.2) vorgestellten Methode.
Da die Residuen REkH) nach jeder Iteration verschieden sind, muss auch die Stan-

dardabweichung c}t(kﬂ) jedesmal neu geschétzt werden.

8. Robustheitsgewichte unter Beriicksichtigung der Heteroskedastizitit berechnen
Die Robustheitsgewichte in Kapitel 3 hatten die Form

(k+1)
ot = B <M> :

h
wobei .
[ —u? o<l <1
B(“)—{o > 1
und

h = 6 - median(|R,|*+1).

Diese Robustheitsgewichte bewirkten eine Heruntergewichtung von Ausreissern. Da-
bei erhielten nur jene Beobachtungen ein Gewicht, die kleiner als ein Vielfaches der
(mittels MAD) geschétzten Standardabweichung waren.

Da wir es mit heteroskedastischen Residuen zu tun haben, ist dieses Vorgehen nicht
exakt. Stattdessen miissen die Robustheitsgewichte aufgrund der normierten Residu-

en berechnet werden, d.h.
E+1) , (k+1
o) _ g (1B /o)
Qt - h 9

und
h=6- median(ngH)/ang)).
Erst jetzt kann bei einem grossen Residuum von einem Ausreisser gesprochen werden.

9. Gewichtung des Lowess mit der saisonalen Standardabweichung
Die lokale Regression beim Lowess basiert auf der Kleinsten Quadrate-Methode. Da-
bei wird ausgehend vom Modell y = X0 + € die Summe

n

> (y —X6);

i=1

nach dem Parameter § minimiert. Vorausgesetzt wird dabei eine konstante Fehlerva-
rianz. Sonst wird die Schétzung schnell einmal ungenau.
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Bei Heteroskedastizitit der €;, d.h. Var(e;) = o2, miissen die normierten Residuen
minimiert werden. Die Parameter werden also durch

n N\ 2
argmin = Z (y — X0>
. o

0 i=1 i

geschéatzt.

Die Normierung der Residuen kann auch als Gewichtung der Regression mit 0—12 in-
terpretiert werden. Dadurch werden Werte mit grosser Standardabweichung wefliger
stark gewichtet. Zu den Robustheitsgewichten fiihren wir deshalb im Lowess noch die

Gewichtung mit 25 ein. Es gilt also
a;

Die Abbildung 4.5 gibt eine Zusammenfassung des modifizierten STL-Verfahrens.

(k+1)

1. Entfernung der Trendkomponente (falls £ > 0): D,

=T, — 1in)"

k+1 k+1
59— o

2.  Glattung und Extrapolation der Trend-bereinigten Tageszeitreihen D

3. Low-Pass-Filter auf Ct(kH) anwenden — Lgkﬂ)

4. Berechnung der Saisonkomponente: §Ek+l) = Ct(kH) - L§k+1)
5.  Entfernung der Saisonkomponente: Et(kﬂ) =T, — g+
6. Anpassung des Trends an Et(kﬂ) — mng)

7. Saisonale Standardabweichung von R, berechnen — &,

8. Robustheitsgewichte unter Beriicksichtigung der Heteroskedastizitét berechnen — o

9. Verwende die Gewichte w,EkH) = ﬁ : ngﬂ) beim Lowess in 2), 3) und 6)
9t

)

(k1) _ g, m£k+1) B égk—&-l) ~ (k+1)

(k+1)
t

Abbildung 4.5: Modifizierter STL-Algorithmus: (k + 1)-ter Durchgang

Um diese Modifikation des STL-Algorithmus zu implementieren, wurde der in FORTRAN
vorliegende STL-Code nach C iibersetzt. Danach konnte die Anderung in C' vorgenom-
men werden. Im Anhang (A 3.2 und B) findet sich der Quellcode des modifizierten STL-
Verfahrens.

Der Einfluss der Modifikation des STL-Verfahrens hingt von der Auspridgung der Sai-
sonalitidt der Standardabweichung ab. In Abbildung 4.6 werden das STL- und das modifi-
zierte STL-Verfahren miteinander am Beispiel San Antonios verglichen. Da die Standard-
abweichung in San Antonio eine starke Saisonalitit aufweist, ist der Unterschied in der
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Trendschétzung relativ gross. In Ziirich hingegen, wo die Heteroskedastizitét der Residuen
kleiner ist, ist der Unterschied in der Trendschitzung gering (Abbildung 4.7).

<
R
N
— Trend mit STL
& —— Trend mit modifiziertem STL
N
o
2
O «
s Q7
1
5
2
©
S
<
3
o~
S
T T T T T T T T
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Abbildung 4.6: Unterschied STL / modifizierter STL in San Antonio
—— Trend mit STL
—— Trend mit modifiziertem STL
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Abbildung 4.7: Unterschied STL / modifizierter STL in Ziirich
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Kapitel 5

Die Box-Cox Transformation

Fiir die weitere Analyse und Modellierung der Residuen I; benétigen wir Kenntnisse iiber
die Form ihrer Verteilung. Insbesondere interessiert uns die Abweichung von der Normal-
verteilung.

Um diese Abweichung zu erkennen, bedienen wir uns der grafischen Hilfsmittel QQ-Plot
und Histogramm. Der QQ-Plot priift, ob die Normalverteilungsannahme zutrifft. Wenn
die Daten Iy, ..., I,, vorliegen, dann ist die empirische kumulative Verteilungsfunktion durch

F,(z) = % - Anzahl(I; < )

gegeben. Falls die I; einer Normalverteilung A (i, %) gehorchen, gilt nach dem Lemma
von Glivenko-Cantelli fiir grosse n

Folz) ~ (2 ; By

wobei @ die kumulative Verteilungsfunktion der Normalverteilung ist.

Wir definieren

Beim QQ-Plot wird nun x gegen z aufgetragen. Falls die Normalverteilungsannahme zu-
trifft, sollten wir ungefdhr eine Gerade erhalten.

Der QQ-Plot der normierten Residuen I; von Atlanta in Abbildung 5.1 weicht deutlich
von der Geraden ab und weist auf eine schiefe Verteilung hin. Dies bestétigt sich auch,
wenn wir das Histogramm betrachten. Die Schiefe der Verteilung ist je nach Ort mehr
oder weniger ausgeprigt.

Mit einer Box-Cox Transformation versuchen wir, diese Schiefe zu beheben.

Bei den Box-Cox Transformationen handelt es sich um eine parametrische Familie von
Transformationen von y (> 0) nach y®), die folgendermassen definiert sind:

53
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empirische Quantile

o
theoretische Quantile

Abbildung 5.1: QQ-Plot der normierten Residuen von Atlanta
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Abbildung 5.2: Histogramm der normierten Residuen von Atlanta

Der Fall A # 0 entspricht bis auf eine lineare Transformation einer Potenzierung. Die
Transformation wurde so gewéhlt, dass wir einen stetigen Ubergang zum Logarithmus

(A =0) haben:

oyt -1 e 1 pan A
lim = lim =" lim
A—0 A A—0 A A—0

Iny -y “ Iy
1

In Abbildung 5.3 ist die Transformantionsfunktion fiir verschiedene Parameter )\ aufge-
tragen.

Bei der Box-Cox Transformation gilt es, den fiir die Daten optimalen Parameter A zu
ermitteln. Im Folgende leiten wir ein Kriterium zur Parameterwahl her.

Wir gehen dabei von einem linearen Regressionsmodell aus. Dabei seien'y = (y1, ..., yp) die
abhéngigen Variablen, wobei alle y; positiv sind. y*) seien die Box-Cox transformierten



55

o
o

LR L L T T 1
NP ROO I
&

> > > > > >
o

Abbildung 5.3: Box-Cox Transformation fiir verschiedene Parameter A

abhéngigen Variablen y. Wir nehmen an, dass es einen Parameter A\, gibt, so dass y (Ront)
die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. E[y®ert)] = X6, wobei X die Matrix der abhingigen Variablen ist und @ der Para-
metervektor der linearen Regression.

2. Die transformierten Beobachtungen yPort) sind unabhéingig normalverteilt mit kon-

stanter Varianz o2.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir y(*ort) unter diesen Annahmen wiire

(yPor) — X6)T (y*rt) — X6)
———— - exp(—
V2m o™ 2. 02

)

Fiir die untransformieren Beobachtungen y lautet die Wahrscheinlichkeitsdichte dann

(yPor) — X6)T (y*rt) — X6)
_ . N : . 1
f)\optv 7U(y) \/%n o exXp ( 2. o2 J<)‘Opt7 y) (5 )

wobei

n (Aopt)
dy;”"
JAopt, ¥) = | | -
( pt ) | dyz ’

=1

die Jakobi-Determinante ist. Bei gegebenem y ist f) . (y) auch die Likelihoodfunktion
fiir die Parameter 8, ¢ und A.



56 Die Box-Cox Transformation

Bei gegebenem A entspricht der Maximum-Likelihood Schétzer

o)) = (XTX)1xXTy™) (5.2)

fiir @ der kleinsten Quadrate Schitzung. Die Maximum-Likelihood Schiitzung von o2 bei
festem A ist durch

— \)
20 = L.y gTRy W - RISV (5.3)

S|~

gegeben, wobei

X =1I-XX'x)"'xT

und RSS (y(’\)) die Quatratsumme der Residuen im an y(M angepassten Modell ist.

Fiir festes A ist die nach @ und ¢ maximierte Log-Likelihoodfunktion also

n N —xoNT(y™ — X0
gmax()\) 2 In <(2ﬂ_)2 . a,\()\)fn - exp ( _ (y XG(A)) (y Xe()\))) . J(>\,}’)>

2. 5(\)?2

< . A2
D tn((2m) ) 4 e ) ) - G
-0

—g ‘Ing(N)? +1InJ(\,y) + konst.

+In(J(\,y))

Das optimale A, wird also durch die Maximierung von
o A2
LN = ) ‘Ing(N\)*+InJ(N\,y).

nach X\ geschétzt.

Betrachten wir nun wieder die normierten Residuen I; der Temperaturzeitreihe am Beispiel
von Atlanta. Um eine Box-Cox Transformation anzuwenden, muss die zu transformierende
Reihe positiv sein. Deshalb addieren wir eine Konstante o (=12) zu —I;, d.h.

yi=—Ii+a

Der Grund dafiir, dass wir —I; statt I; verwenden, liegt darin, dass die positiven Resi-
duen weniger gross sind als die negativen. Deshalb kénnen wir ein kleineres o verwen-
den. Um eine Schétzung \ von Aopt zu erhalten, muss nach dem oben beschriebenen
Vorgehen ein lineares Modell an die transformierte Grosse y) angepasst werden. Da
wir nur normalverteilten Residuen erhalten wollen, wird ein Lokationsmodell gewéhlt,
dh. X = (1,..,1)T. An der Stelle, wo £(\) den maximalen Wert annimmt, trifft die
Normalverteilungs-Annahme am besten zu.

In Kapitel 6 werden wir sehen, dass die Residuen nicht unabhingig sind. Daher ist die
Bedingung 2) fiir jedes A nur approximativ erfiillt.
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Abbildung 5.4: Log-Likelihoodfunktion fiir A am Beispiel von Atlanta

Die Maximierung der Likelihood-Funktion erfolgt durch die Auswertung von £()) an den
Werten im Intervall [-1,2]. Die Stelle mit dem maximalen Wert ergibt das geschétzte A.

In der Abbildung 5.4 ist Funktion ¢(\) von Atlanta aufgetragen. Hier wird der Transforma-
tionsparameter A=-03 gewihlt. In dieser Abbildung ist auch ein 95% Vertrauensintervall
fiir Aop eingezeichnet. Ein 100 - (1 — 8) % Vertrauensintervall fiir A, enthélt alle Werte
A, die die folgende Beziehung erfiillen:

~ < 1
[6(A) = L(N)] < 5 Xt g

Dabei ist X7, 5 das (1 — B)-Quantil der x2-Verteilung mit einem Freiheitsgrad. Eine Her-
leitung dieses sogenannten Likelihoodquotienten-Vertrauensintervalls findet sich in [11].

Die Temperatur-Residuen I, ..., I, haben nach der Box-Cox Transformation den Mit-
telwert fi(p). Nach Abzug dieses Mittelwerts und des Multiplikation mit —1 (wir haben
—I; + a — I; transformiert) bezeichnen wir die Residuen mit z1,...,z,.

In Abbildung 5.5 sehen wir den QQ-Plot und das Histogramm der Residuen z; von At-
lanta, die aus einer Box-Cox Transformation mit A = —0.3 hervorgehen. Man erkennt im
Vergleich zu Abbildung 5.1 eine deutliche Verbesserung hinsichtlich der Schiefe.

Die Box-Cox Transformation wenden wir auf alle Standorte an. Ahnlich wie oben stellt
sich auch dort eine Verbesserung hinsichtlich der Schiefe ein. Die optimalen Parameter
unterscheiden sich sehr stark fiir die verschiedenen Stationen. Deshalb kann kein einheit-
licher Transformationsparameter gewihlt werden. Immerhin zeigt sich innerhalb den im
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Abbildung 5.5: QQ-Plot der normierten Residuen von Atlanta nach der Box-Cox Trans-
formation
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Abbildung 5.6: Histogramm der normierten Residuen von Atlanta nach der Box-Cox Trans-
formation

Kapitel 2 gebildeten Gruppen ein einheitlicheres Bild. Im Siidosten der USA werden zum
Beispiel Werte im Intervall [-0.7,-0.2] gewihlt. Im Nordosten Amerikas liegen die Werte
im Bereich [1.2,1.7].

Der Kolmogorov-Smirnov Test zeigt auf, dass bei einigen Orten die Normalverteilungsan-
nahme verworfen werden muss. Bei einer zu grossen Anzahl von Ausreissern nach unten
versagt die Box-Cox Transformation (vgl. Vancouver im Anhang C).

Bei der Schétzung A werden die drei extremsten Beobachtungen an den Réndern nicht ver-
wendet. Dies bezweckt, dass extreme Beobachtungen, die nicht mit einer Normalverteilung
vereinbar sind, die Schétzung A nicht verfélschen.



Kapitel 6

Anpassung eines autoregressiven
Modells

Die Temperatur eines Tages hiangt auch von der vorangehender Tage ab, da die Witte-
rungsbedingungen oft iiber einige Tage stabil bleiben. Diese Abhéingigkeit ist noch in den
Residuen z; vorhanden. Um die Abhéngigkeit statistisch zu untersuchen, fithren wir die
Autokorrelationsfuktion ein.

6.1 Die Autokorrelationsfunktion

Wir gehen davon aus, dass die Temperatur-Residuen x; die Realisation eines stationéren
stochastischen Prozesses (X;);cz mit Erwartungswert 0 ist. Die Autokorrelationsfunktion
dieses Prozesses ist folgendermassen definiert:

Definition 6.1. Sei (X;);cz ein stationdrer Prozess mit E[X?]<oo und sei k € Z. Defi-
niert wird die Autokorrelationsfunktion (ACF) durch

wobei

R(k’) = COU(Xt,Xt+k)
die Autokovarianzfunktion darstellt.

Die Autokorrelationsfunktion p(k) misst also die Korrelation zwischen zwei um k Zeit-
schritte (Tage) entfernten Temperaturen.

Da wir in unserem Fall den zugrunde liegenden stochastischen Prozess (X;)¢cz nicht ken-
nen, miissen wir die Autokorrelationsfunktion p(k) aus den vorhandenen Beobachtungen
Z1,..., T, schitzen:
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wobei

n—

~ i
Rk =~ 3 (0 = D)y — 7).
1

t=

S|

Beim Schétzer der Autokovarianz ﬁ(k) wird l anstelle von k‘verwendet Damit will
man erreichen, dass die geschétzte Kovarlanzmatrlx positiv deﬁnlt wird.

In Abbildung 6.1 ist die Autokorrelationsfunktion am Beispiel der Residuen von Ziirich
aufgetragen. Sie zeigt uns, dass die Temperatur eines Tages wie erwartet von den vor-
hergehenden abhéngt. Denn nur wenn sich die ACF innerhalb des blau eingezeichneten
95%-Vertrauensintervalls befindet, darf die Nullhypothese der Unkorreliertheit beibehalten
werden.

1.0

ACF

0.2

Ll “J ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

O oL L L L Lo L N | EQ Y E S A, T T F-F--1

T T T T
0 10 20 30 40

Lag (in Tage)

Abbildung 6.1: Autokorrelationsfunktion der Residuen z; von Ziirich

Diese Abhéngigkeit der Residuen gilt es in unserem Modell zu beriicksichtigen. Dies rea-
lisieren wir mittels eines autoregressiven Modells.
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6.2 AR-Modelle

Definition 6.2. Ein stochastischer Prozess (Xi)iez heisst autoregressiv der Ordnung
p, kurz AR(p), falls

P
X = Z¢j'Xt—j + &t
j=1
wobei ; iid mit Efe;]=0 und Var(s;) = o2.
Definition 6.3. Fin AR(p)-Prozess heisst kausal, falls die e, von allen X, mit u < t

unabhdngig sind.

Die Parameter ¢; bestimmen, auf welche Weise der Prozess von den vorangehenden Be-
obachungen abhéngt.
Es gilt nun, an die Zeitreihe der Residuen x; einen kausalen autoregressiven Prozess an-

zupassen. Dabei miissen

1. die Ordnung p

2. die Paramerter ¢1,. ¢

geschétzt werden.

Zuerst widmen wir uns der Bestimmung der Parameter ¢1 . ¢,. Dazu nehmen wir an, dass
die AR-Ordnung p bekannt sei.

6.3 Bestimmung der Parameter des AR-Modells

Zunichst betrachten wir die Autokovarianzfunktion R(k) eines AR(p) Modells.

Fiir k > 0 gilt:

R(k) = COU(Xt,Xt+k)
— E[X; X4

P
= E[X;- (Z ¢j - Xeyh—j + €y

=1
P

= Z¢j E[Xy - Xiqpj]
=1
]p

= > ¢ R(k—j)
=1

Im Fall k = 0 gilt:
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R(O) =  E[X{]

= EX; O ¢ Xij+er)
j=1

R p
Kauﬁhtat Z ij ) R(]) + O_g
j=1

Sei I' = [R(i — j)I} j=, die Kovarianzmatrix, v = (R(1), oy R(p))T und ¢ = (¢1, ..., dp) L.

Mit dieser Notation haben die oben hergeleiteten Gleichungen folgende Form:

T = ~v
R(0) = ¢'y+o?
Dieses System von p + 1 Gleichungen nennt man die Yule-Walker-Gleichungen. Wenn
T und v bekannt wiren, konnten wir aus dem Gleichungssystem ¢ und o2 berechnen. Da

dies nicht der Fall ist, verwenden wir die schon eingefiihrten Momenten-Schétzer ]?E(k) und
erhalten T und 7. Daraus ergibt sich der Yule-Walker-Schétzer fiir ¢ und o2:

~—1

¢ = T 75

~2 o ~T

Oz = R(O) - ¢ vy
Der Schétzer hat unter der Voraussetzung, dass (X¢)iez ein kausaler AR(p) Prozess ist,
eine asymptotische Normalverteilung:

Vi (¢ —¢) = N (0,020
Ein Beweis dafiir findet sich in [2].

Die folgende Tabelle zeigt die mit dem Yule-Walker-Schétzer bestimmten AR-Koeffizienten
von Ziirich fiir verschiedene Ordnungen p:

| | 1| da| 3| | o5 96|
p=110.79
p=21092|-017
p=3|0.94|-0.24 | 0.07
p=40.94|-0.24 | 0.06 | 0.01
p=2510.94|-0.26 | 0.06 | 0.01 | 0.00
p=6|0.94|-0.24 | 0.06 | 0.01 | -0.02 | 0.02

Tabelle 6.1: AR-Koeffizienten von Ziirich fiir verschiedene Ordnungen p

Die Abhéngigkeit von der Vergangenheit ist dabei im wesentlichen durch die letzten drei
Tage gegeben. Der Einfluss der weiter zuriickliegenden Tage ist eher gering.

Eine Gemeinsamkeit aller Stationen ist die starke positive Abhéngigkeit vom Vortag und
die negative Abhéingigkeit des um zwei Tage zuriickliegenden Tages.
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6.4 'Wahl der AR-Ordnung

Die AR-Ordnung kann mit verschiedenen Methoden bestimmt werden. Eine Moglichkeit
zur explorativen Modellwahl bietet die partielle Autokorrelationsfunktion.

Zur automatischen Modellselektion kann das Akaike’s Information Criterion (AIC) her-
beigezogen werden.

6.4.1 Wahl der AR-Ordnung mittels partieller Autokorrelationsfunktion

Ein erster Eindruck von der AR-Ordnung ergibt sich durch das Betrachten der partiellen
Autokorrelationesfunktion. Um diese Funktion einzufiihren, benétigen wir noch Kenntnisse
iiber die besten Vorhersagen beziiglich der mittleren quadratischen Abweichung. Diese
Begriffe werden wir auch im Kapitel 7 wieder antreffen.

Definition 6.4. Sei Xthm die beste Vorhersage von Xy gestiitzt auf X, ..., Xy, d.h.

E[(Xt _ Xﬂumﬂ _ min E[(Xt — (9(Xus .. ,Xv))ﬂ

g(.)messbar

Elg(Xuy,...,.Xy)]<oc0

Bei der besten linearen Vorhersage wird der Bereich der zuléssigen Funktionen auf die
linearen Funktionen eingeschréinkt:

Definition 6.5. Sei Xﬂu:v die beste lineare Vorhersage von Xy gestiitzt auf X, ..., Xy,

d.h.
E[(Xt - Xﬂw)z] =, in E[(Xt ~ (ao + ; aiXi))Q]

0,Qu;--,0v)

Mithilfe des folgenen Satzes kann die beste Vorhersage berechnet werden:
Satz 6.1. Es sei E[X?]| < oo Vi€ {t,u,...,v}. Dann ist die beste Vorhersage durch
Xt\u:v = E[Xt|XU7 cee 7XU]

gegeben, falls diese bedingte Erwartung existiert.

Ein Beweis fiir diesen niitzlichen Satz findet sich in [2].

Wir kénnen nun mit Hilfe der besten linearen Vorhersage die partielle Autokorrelations-
funktion definieren:

Definition 6.6. Die partielle Autokorrelationsfunktion (kurz PACF) eines stati-
ondren stochastischen Prozesses X; ist

a(k) = Cor(X; — X1y (erk-1)» Xerk — Xeh|(t+1):(t+k-1))-

Die partielle Autokorrelationsfuktion a(k) misst die Korrelation zwischen den X; und
X1k, wenn der Einfluss der dazwischenliegenden Werte X1, ... Xy 11 entfernt wurde.

Der folgende Satz zeigt, wie mit Hilfe der partiellen Autokorrelation die AR-Ordnung
bestimmt werden kann:
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Satz 6.2. Sei X; ein kausaler AR(p) Prozess. Dann gilt a(k)=0 fiir k > p.

Beweis: Fiir einen kausalen AR(p) Prozess gilt

Satz 6.1
= E[Xe ik X1, Xepp—1]

= Elp1 - Xeyp—1+ . 4+ 0p - Xigrop + ctp] Xeg1, - -, Xegr—1]

Kausalitat
= o1 Xppg—1+ -+ Op - Xek—p-

Xt|(t+1):(t+k—1)

Diese beste Vorhersage ist zugleich die beste lineare Vorhersage, d.h.

Xt|(t+1):(t+k—1) =01 Xepp—1+ -+ Op - Xegkp (6.1)

Aus dieser Beziehung folgt

a(k) = Cor(X¢ — Xt|(t+1):(t+k—1)aXt+k - Xt+k|(t+1):(t+k—1))
(6.1) 5
= Cor(Xe — X|(t1):(t+k—1): Et-+k)
Kaus:alitz'it 0

0

Wenn ein AR(p)-Prozess vorliegt, sollte also die geschéitzte partielle Autokorrelation ab der
Stelle p etwa null sein. Diese Stelle gilt es zu finden, um eine Schétzung p der AR-Ordnung
zu erhalten.

In den Abbildungen 6.2 und 6.3 sehen wir die partielle Autokorellationsfunktionen von
Ziirich und Vancouver. Die blauen Linien bilden das 95% Vertrauensintervall, das die
Nullhypothese (k) = 0 iiberpriift. Bei Ziirich liegen die Werte ab ca. k = 4 in diesem
Intervall. Also ist nach dem obigen Kriterium die AR-Ordnung 3 fiir Ziirich sinnvoll.

Bei Vancouver liegen die Werte ab ca. k = 6 im Vertrauensintervall. Daher wird hier die
Ordnung 5 gewéhlt.

Bei allen Stationen geht aus der PACF hervor, dass die Abhéngigkeit zum letzten Tag mit
Abstand am grossten ist.

Die Bestimmung der AR-Ordnung mit der PACF hat den Nachteil, dass es zum Teil
schwierig zu beurteilen ist, ab welchem &k die wahre PACF den Wert null annimmt. Die
Bestimmung der AR-Ordnung mit Hilfe des AIC besitzt diesen Nachteil nicht und bietet
eine automatische Modellselektion:

6.4.2 AR-Ordnungswahl mittels AIC

Die Anpassung eines Modells von sehr hoher Ordnung ergibt Residuen mit einer kleinen
Varianz. Wenn wir das angepasste Modell fiir Vorhersagen verwenden wollen, hingt der
mittlere quadratische Vorhersagefehler nicht nur von der Varianz der Residuen ab, sondern
auch von den Fehlern, die durch die Schitzung der Modellparameter entstehen. Diese
Fehler werden grosser fiir Modelle héherer Ordnung.

Dem Akaike’s Information Criterion (AIC) liegt nun die Idee zu Grunde, Modelle
mit zu vielen Parametern zu bestrafen.
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Abbildung 6.2: PACF der Residuen x; von Ziirich
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Abbildung 6.3: PACF der Residuen x; von Vancouver

Seien 1, . 2, (kurz x) wieder die Temperatur-Residuen, die eine Realisation des stati-
onéren Prozesses (X¢)iez mit Wahrscheinlichkeitsverteilung P sind. Aufgrund von x sei
a die Schitzung der Parameter ¢, ..., ¢, in einem AR(p) Modell. Aus den Daten x und
der Annahme eines AR(p) Modells mit Parametern & konnen wir die Wahrscheinlichkeits-
dichte d Py des Prozesses schitzen. Logarithmiert ergibt sich die Log-Likelihood Funktion,

die an der Stelle gAb den Wert E((,?),x) annimmt. Beim AIC suchen wir die Ordnung p, bei
der die Grosse
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AIC(p) = —2-U($x) +2p
minimal wird.

Das AIC setzt sich aus zwel Termen zusammen:

1. -2 Z(qAb,x) hat die Rolle eines “Goodness of fit”-Masses

2. 2 pist ein Bestrafungsterm fiir grosse Modelle.

Wir werden kurz den theoretische Hintergrund dieses Kriteriums erldutern:

Die Kullback-Leibler-Information ist eine Pseudo-Distanz zwischen zwei Verteilungen
P und @ und ist wie folgt definiert:

dP(y)
I(P.Q) = [ log(S—Y)yap
P.Q) = [ 1oa(Ggap()
Sie hat die Eigenschaft, dass I,,(P,Q) > 0, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn
dP = dQ erfiillt ist (vgl. [3]).
Sei nun P die Wahrscheinlichkeitsverteilung des wahren Modells und P, die Wahrschein-

lichkeitsverteilung des AR(p) Modells mit geschétztem Parameter 3) Die optimale AR-
Ordnung ergibt eine minimale Pseudo-Distanz I,,(P, Py) .

Das AIC stellt eine Schétzung von I,(P, Py) dar, und deshalb entspricht die Minimierung
des AIC einer Minimierung von I, (P, Py).

Wir betrachten nun das AIC von verschiedenen Stationen. Dazu bilden wir die AIC-
Differenz

AIC(p) —min AIC(p),
P

um die Abweichung einer Ordnung p von der optimalen Ordnung besser untersuchen zu
konnen.

In Abbildung 6.4 ist die AIC-Differenz am Beispiel von Ziirich aufgetragen. Hier wihlt
das AIC die optimale Ordnung 6.

Es gibt Fille, wo eine tiefere Ordnung als die des minimalen AIC ein beinahe so kleines
AIC besitzt. Ein solches Beispiel ist das AIC von Vancouver (Abbildung 6.5). Hier wird
die hohe Ordnung 17 gewéhlt, obwohl wesentlich tiefere Ordnungen auch schon ein dhnlich
kleines AIC aufweisen. Um in so einem Fall nicht eine unnétig hohe Ordnung zu erhalten,
fithren wir eine Schranke ein (blaue Linie in Abbildung 6.5). Die kleinste Ordnung, bei der
die AIC-Differenz diese Schranke unterschreitet, wiahlen wir als geschitzte AR-Ordnung p.
Im Beispiel von Vancouver kann dadurch die AR-Ordnung von 17 auf 5 reduziert werden.
Wir stellen auch fest, dass das AIC mit Schranke und die PACF bei diesen Beispielen
hinsichtlich der geschétzten Ordnung iibereinstimmen. Die Schranke l4sst sich auch damit
rechtfertigen, dass das AIC bekanntermassen zu hohe Ordnungen wihlt, falls die wahre
Verteilung P nicht in der Klasse Py enthalten ist.
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6.4.3 Giite des angepassten AR-Modells

An die Temperatur-Residuen z; haben wir ein AR(p) Modell mit Parametern b1 .. .qu
angepasst. Wir wollen nun die AR-Residuen

Et =T — Q1 Tp1— .. — Qp Ty

genauer untersuchen.
Falls das angepasste AR-Modell zutrifft, sollten die &; unkorreliert sein.

Um dies zu iiberpriifen, ist in Abbildung 6.6 die Autokorrelationsfunktion der AR-Residuen
é; aufgetragen (Datensatz Ziirich). Wir stellen fest, dass die Residuen é; von Ziirich nun

1.0

0.6

ACF

0.2
Il

Abbildung 6.6: ACF der AR-Residuen &,

fiir alle Lags unkorreliert sind. Das gleiche Bild zeigt sich auch bei allen anderen Orten.
Das AR-Modell scheint also gut zu unseren Daten zu passen.

Die Abbildung 6.7 zeigt das gegliattete Spektrum der Residuen &; von Ziirich. Auch hier
ist keine Periodizitét der Residuen mehr feststellbar. Diese trifft auch fiir alle anderen Sta-
tionen zu. Eine weitere Moglichkeit zur Uberpriifung des AR-Modells bietet der Vergleich
des (gegldtteten) Spektrums des angepassten AR-Modells mit dem der Residuen z;.

Zur Simulation des Prozesses wurden normalverteilte Zufallsvariablen ¢; mit der Varianz
o2 verwendet.

Die Abbildung 6.8 vergleicht diese Spektren am Beispiel Ziirichs. Es zeigt sich eine schone
Ubereinstimmung der beiden Spektren. Die Modellierung der Residuen z; mit einem AR-
Modell erfasst also den Frequenzbereich sehr gut.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass der AR-Prozess ein gutes Modell zur Modellierung
der Residuen x; darstellt das alle wesentlichen Informationen erfasst.



6.4 Wahl der AR-Ordnung 69

0.024 0.026 0.028
Il Il 1

0.022
Il

Spektrum in Dezibel-Skala
0.020
1

0.018
Il

0.016
|

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Frequenz

Abbildung 6.7: Gegléttetes Spektrum der AR-Residuen &,
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Abbildung 6.8: Vergleich des Spektrums von z; mit dem des angepassten AR(p) (Ziirich)
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Kapitel 7

Vorhersage der
Temperaturzeitreihe

Beim Abschluss eines Wetterderivats werden Informationen iiber den zukiinftigen Tempe-
raturverlauf benttigt. Der Vorhersagezeitraum liegt je nach Vertrag zwischen einem halben
und mehreren Jahren.

Unser Temperaturmodell wurde bewusst so entwickelt, dass Vorhersagen moglich sind.
Dabei werden die in den Kapiteln 3-6 behandelten Schritte in riickwértiger Reihenfolge
durchgefiihrt. Dabei muss bei jedem Schritt eine Vorhersage iiber die Laufzeit des Wet-
terderivats erstellt werden. Wir beginnen mit der Vorhersage des AR-Prozesses.

7.1 Vorhersage des AR-Prozesses

Wir haben in Kapitel 6 an die Residuen z; ...z, ein AR-Modell angepasst. Es gilt nun

eine Vorhersage dieses Prozesses zu bestimmen und fiir jeden Zeitpunkt n + m in der

Vertragsperiode den Wert X, ,, zu prognostizieren. Dazu wird die beste Vorhersage von

Xn+m gestiitzt auf die Daten xq, ..., x, berechnet. Diese ist nach Satz 6.3 durch
Xn+m|1:n = E[Xn+m|l'1, ey xn]

gegeben.

Fiir einen AR(p) Prozess lisst sich diese Vorhersage mit der folgenden Rekursionsformel

berechnen (wobei wir n > p annehmen):

Satz 7.1. Fiir einen AR(p) Prozess gilt

Xn+m|1:n = O

> { P i X1 falls m = 1
St e Xotm—iftn + 2 bm ®i - Xpgm—i falls m > 1

Beweis:
Wir betrachten zunichst den Fall m = 1:

~

Xn+1|1:n = E[Xn+1|.7]1,...,l'n]

71
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p
= E[Z Gi - Xnt1-i + €n+1|(E1, R ,a:n]
i=1

P
= > i Xnj1i
i=1

Der Fall m > 1 lisst sich wie folgt beweisen:

Xn+m\1:n = E[Xpiml|r1,..., 20

p
= E[Z sz : Xnerfi + 5n+m‘x1, - 7-Tn]
i=1

m—1 p
= Z (bz 'E[Xn+m—i‘x1;---7xn]+z¢i 'Xn—i-m—i
i=1 % i=m

n+m—i|lin

O
Wir kénnen nun die beste Vorhersage des AR-Prozesses bestimmen. Zusétzlich ist ein
Prognoseintervall zum Niveau 1 — 3 unter der Annahme von N(0, 02)-verteilten ¢; durch

5 - g
Vitm = Xn+m|1:n +® 1(1 - 5) " Ontm|—ocoin (71)

gegeben. Mit ® bezeichnen wir die kumulative Verteilungsfunktion der Standard-Normal-
verteilung und mit ®~1(1 — g) das (1 — g)—Quantil.

Mit 0}, 45|00 Wird die Standardabweichung von X, 4, gegeben der Daten bis zum Zeit-
punkt n bezeichnet. Diese lédsst sich wie folgt berechnen:

Satz 7.2. Es gilt o2 = o2 . 2?:01%2- Dabei  sind die 1p; durch

n+m|—oomn €

Zfio Wi 2t = 1—_% gegeben.
Beweis: Ein kausaler AR-Prozess ldsst sich durch
o
PO S FR @2)

=0

darstellen (Beweis in [2]). Die beste Vorhersage lautet dann in dieser Form

00
Xn+m = Z Vi * Entm—i- (73)

Nun gilt
= Var(Xn+m|Xn> anla o )
= E[(X’Vl-f—m - Xn+m|foo:n)2’Xn; Xn—1,-- ]

Gn+m|—oo:n

m—1
= E[(Z 1/% : 5n+m—i)2]
=0

m—1 0
et _z'z'd 2 2
- O¢ - Z sz)z
=0
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Wir werden nun die beste Vorhersage bei einigen Orten berechnen. Dazu beriicksichtigen
wir die Daten von z; bis zum 31. August 1999. Fiir den Zeitraum vom 1. September 1999
bis zu 31. Marz 2000 soll eine Vorhersage erstellt werden.

In der Abbildung 7.1 ist die beste Vorhersage fiir die Standorte Ziirich, New York und
San Antonio rot eingezeichnet. Wir stellen fest, dass die Vorhersage sehr rasch gegen den
Mittelwert 0 des Prozesses konvergiert. Fiir die Prognose iiber einen langfristigen Zeitraum
ist also die Information von x1,...,x, nicht von einem grossem Nutzen.

Die griinen Linien bilden das 95 % Prognoseintervall unter der Annahme von normalver-
teilten ;. Dieses Intervall konvergiert ebenfalls ziemlich schnell gegen einen konstanten
Wert.

Um die Giite dieses Vertrauensintervalls zu testen, wurden die wahren Residuen z; von
der Vorhersageperiode in die Abbildung 7.1 eingezeichnet (schwarze Kurve).

Das Vertrauensintervall scheint recht gut zu diesen Residuen zu passen.

Dieses Vertrauensintervall kann ebenso wie die beste Vorhersage zuriicktransformiert wer-
den. Dann erhalten wir ein Vertrauensintervall fiir die Temperaturzeitreihe. Dieses ist zwar
nicht fiir die kumulierten Degree Days von Nutzen. Jedoch gibt es spezielle Wetterderivats-
vertrige, die jedesmal eine Auszahlung ergeben, wenn die Temperaturen ein bestimmtes
Band verlassen.

7.2 Riicktransformation des Residuenprozesses

7.2.1 Box-Cox Riicktransformation

Auch die Box-Cox Transformation muss zur Temperaturvorhersage riickwérts durchgefiihrt
werden. Dazu addieren wir zu den vorhergesagten Residuen 2; wieder den Mittelwert fi).
Dieser wurde in Kapitel 5 abgezogen, damit ein stationérer Prozess mit Erwartungswert 0
angepasst werden konnte. Zudem miissen wir beriicksichtigen, dass wir die Werte —I; + «
Box-Cox transformiert hatten. Somit erhalten wir die Residuen I; durch
N 1 N
ft: Oé—(%\'(fi't—l-ﬂ(b))—i—l)’\ falls%\;éO
a — ettThe) falls A=10
aus den vorhergesagten AR-Residuen z; (t=n+1,...,n+1).

Fiir diese neuen Residuen I; miissen auch die im obigen Abschnitt behandelten Vertrau-
ensintervalle transformiert werden.

7.2.2 Modellierung der Heteroskedastizitit der Residuen

Zur Nachbildung des Temperaturprozesses miissen wir die saisonale Abhéangigkeit der Re-
siduen modellieren. Dies bewerkstelligen wir, indem wir die Residuen I; mit der im Kapitel
4 geschatzten saisonalen Standardabweichung &; multiplizieren, d.h.

Rt :6t'jt-

Wegen der 365-Tage Periodizitdt der saisonalen Standardabweichung diirfen zur Vorher-
sage die aus den fritheren Daten geschétzten 6, (= ¢_365) verwendet werden.
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Abbildung 7.1: Beste Vorhersage (rot) und Prognoseintervall (griin) des AR(p)-Modells.
Zum Vergleich sind die wahren Residuen z; (schwarz) der betrachteten Periode aufgetra-

gen.



7.3 Vorhersage des Saisoneffekts 75

7.3 Vorhersage des Saisoneffekts

Bei einem periodischem Saisoneffekt s; = s;_3¢5 kann wie schon bei der saisonalen Stan-
dardabweichung auf den aus fritheren Jahren geschétzten Verlauf des Saisoneffekt zuriick-
gegriffen werden.

Beim STL-Verfahren sind hingegen Anderungen des Saisoneffekts im Laufe der Zeit zuge-
lassen. Beim Lowess zur Gldttung der Tagesreihen haben wir den Grad d(,) = 0 gewiéhlt.
Zur Vorhersage miisste wieder ein lokales gewichtetes Mittel aus den vergangenen Werten
gebildet werden. Dabei wird von der k-néchsten Nachbarschaft Gebrauch gemacht.

Der Einfachheit halber verzichten wir auf diese Variante und verwenden zur Vorhersage
das Mittel des geschétzten Saisoneffekts aus den letzten zwei bekannten Jahren.

Dies lésst sich dadurch rechtfertigen, dass bei der Lowess-Vorhersage mit d(;) = 0 immer
iiber die letzten k bekannten Werte gemittelt wird, und nur die Gewichtung sich &dndert.

7.4 Vorhersage des Trends

Zur Vorhersage des Trends haben wir das modifizierte STL-Verfahren gewé#hlt. Dort erfolgt
die Trendschétzung mit einem Lowess. Fiir den Grad der lokalen Regression wurde d,,) =
1 (linear) gewé&hlt.

Bei der Vorhersage des Trends wird wieder die k-néchste Nachbarschaft verwendet. Diese
Nachbarschaft wird im Fall der Vorhersage aus den k letzten bekannten Daten gebildet. Das
Vorgehen bei der Berechnung der Trends an der Stelle n+m bleibt dasselbe wie im Kapitel
3.1.4 (abgesehen von der zusitzlichen Gewichtung mit der saisonale Standardabweichung).
Die Vorhersage berticksichtigt immer die gleichen k Datenpunkte, jedoch &ndert sich die
Nachbarschaftsgewichtung. Fiir langfristige Vorhersagen findet aber auch diese Anderung
nur noch in einem bescheidenen Rahmen statt, da die biquadratische Gewichtsfunktion
am Rand abflacht.

Im Gegensatz zum Saisoneffekt wird aber durch diese Daten eine Gerade angepasst. Somit
verdndert sich die Vorhersage fiir weiter entfernt Zeitpunkte sehr wohl noch. Jedoch wird
die Vorhersage fiir weiter entfernte Zeitpunkte durch die sich angleichenden Gewichte
immer linearer.

In Abbildung 7.2 ist der Trend von Ziirich bis 31.9.1999 aufgetragen (schwarz). Ab den
1.9.99 wurde eine Trend-Vorhersage (rot) iiber zwei Jahre angestellt. Diese Vorhersage
ist in Abbildung 7.3 noch etwas griosser eingezeichnet. Es wird hier ersichtlich, dass diese
Trendvorhersage (zumindest zu Beginn) nicht linear ist.

7.5 Vorhersage der Temperatur

Wir haben nun die Schritte der Temperaturzerlegung riickgéngig gemacht und jeweils eine
Vorhersage erstellt. Fiir die beste Vorhersage der Temperatur erhalten wir

T:mt+§t+Rt t=n+1,...,n+1.

Bei dieser besten Vorhersage hat der Residuenteil R; nur einen kurzfristigen Einfluss.
Dies wiirde sich d&ndern, wenn statt der besten AR-Vorhersage der zukiinftige AR-Prozess
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simuliert wird.
Da der Einfluss von Trend und Saisoneffekt auf die Vorhersage gross ist, werden wir die
zu wihlenden Parameter dieser Vorhersagen optimieren.
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7.6 Wahl der optimalen STL-Parameter

Beim STL-Verfahren miissen verschiedene Parameter gewihlt werden. Im Detail sind dies

e der Glittungsparameter f(,, fiir den Trend,
e der Glittungsparameter f(, fiir die Glattung der Tageszeitreihen und
e der Parameter f,) fiir die Nachglédttung des STL-Saisoneffekts.

Fiir die Wahl dieser Parameter gibt es keine festen Regeln. Je nach Anwendungsgebiet
sind andere Werte sinnvoll.

In unserem Fall kénnen meteorologische Hintergrundsinformationen zur Wahl beitragen.
So sollte der Saisoneffekt geniigend glatt sein, um eine klimatologisch sinnvolle Grosse zu
ergeben. Der Parameter f(,) darf folglich nicht zu klein gewéhlt werden.

Auch der Glattungsparameter f,) darf nicht allzu klein gewihlt werden. Sonst wiirde der
Saisoneffekt zu genau den effektiven Temperaturen folgen. Dies widerspricht aber dem
Konzept des Saisoneffekts, der iiber eine ldngere Frist giiltig bleiben sollte.

Bei einer kleinen Wahl der Glittungsparameters f(,,) folgt der Trend auch kurzfristigen
Temperatur-Anomalien wie dem El Nino. Dies kann bei Prognosen iiber einen kurzfristi-
gen Zeitraum durchaus Sinn machen. Jedoch kénnten diese Anomalien bei einem glatteren
Trend auch auf andere Weise (z.B. Anpassung des El Nifio Index an die Temperaturdaten)
beriicksichtigt werden.

Bei langfristigen Prognosen (mehrere Jahre) kann aber das Folgen eines kurzfristigen
Trends zu groben Fehlvorhersagen fithren. Deshalb ist in diesem Fall eher die Wahl ei-
nes grosser Parameters f(,,) angebracht.

Um die Parameterwahl zu optimieren, untersuchen wir, welche Parameter sich in der
Vergangenheit am besten bewidhrt hitten. Da die optimale Wahl der Parameter von der
Prognosedauer abhéngt, miissen die Parameter fiir jede Dauer einzeln bestimmt werden.
Bei unserer Untersuchung interessieren wir uns fiir die HDD-Periode vom 1. November
bis zum 31. Mérz. Da ein Wetterderivat typischerweise schon vor Beginn der Laufzeit ab-
geschlossen wird, muss die Tarifierung zum Zeitpunkt des Vertragsabschlusses erfolgen.
Deshalb startet unsere Prognose schon am 1. September.

Wir passen nun unser Temperaturzeitreihen-Modell an die Daten bis zum 31. August
1998 an (Trainingsdatensatz). Aus diesem Modell berechnen wir wie im vorangehenden
Abschnitt erldutert eine Vorhersage fiir die Periode vom 1. September 1998 bis zum 31.
Maérz 1999.

Da in dieser Periode auch die wahren Temperaturen (Testdaten) bekannt sind, kénnen wir
die mit unserer Temperaturvorhersage vergleichen.

Mit 61998 bezeichnen wir die wahren kumulierten HDD der Laufzeit vom 1. November 1998
bis zum 31. Mérz 1999 des Wetterderivats. élggg bezeichnet die vorhergesagten kumulierten
HDD derselben Periode. Dies ist die fiir die Auszahlung des Wetterderivats entscheidende
Grosse. Als Giitemass fiir unsere Vorhersage nehmen wir nun die absolute Abweichung

01908 — B1903]-

des vorhergesagten zum wahren Wert.
Um zu priifen, wie das Modell im langjéhrigen Vergleich abschneidet, wird dieser Vergleich
analog fiir die Jahre 1989 bis 1997 durchgefiihrt.
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Als Giitemass dafiir verwenden wir

1998

0= > 10;—0;l.

j=1989

Wenn bei der Vorhersage das STL-Verfahren mit den Parametern f(,,), f(s) und f()
verwendet wird, bezeichnen wir das Giitemass mit Af<m),f<s>, far® Die optimalen STL-
Parameter lassen sich durch die Minimierung von A FomyFiooFia) nach f(,), fs) und fg
finden.

In der Abbildung 7.4 wird das Glitemass Ay, 5. f,, 0 Ziirich fiir verschiedene Parame-
terwahlen ausgerechnet. Dabei zeigt sich, dass die Wahl des Glattungparameters f, nur
einen geringen Einfluss auf die Giite der Vorhersage besitzt.

Bei einigen Stationen (z.B. San Antonio) reduzieren grossere Werte von f(,) den Einfluss
der Wahl von f(,) auf die Giite der Vorhersage. Die optimale Werte fiir f(,) bleibt aber
derselbe. Auch auf den minimalen Wert des Giitemasses hat die Wahl von f,) keinen
Finfluss.

Da die Wahl des Parameters f,) auf die Vorhersagegiite nur einen geringen Einfluss hat,
treffen wir eine nach klimatologischen Kriterien (geniigende Glattheit des Saisoneffekts)
sinnvolle Wahl. Dies ist zum Beispiel beim Wert f(,) = 0.0025 erfiillt.

Der optimale Wert des Parameters f,) liegt in Ziirich bei 0.8. Bei kleineren und grosseren
Wahlen dieses Parameters ist eine Verschlechterung der Vorhersagegiite zu verzeichen.
Der Trend-Glédttungsparameter f(,) nimmt in Ziirich einen optimalen Wert bei 1.4 an.
Es ist jedoch zu bemerken, dass auch die Werte 0.8 bis 1.5 etwa dieselbe Vorhersagegiite
besitzen. Ausserhalb dieses Bereichs verschlechtert sich die Vorhersage wieder.

In der folgenden Tabelle sehen wir die optimalen Parameter f(,,) und f,) fiir verschiedene
Stationen:

| | fom) | f) |
Ziirich 1.4 (0.8-1.5) | 0.8 (0.7-1.4)
New York | 0.8 (0.6-1.6) | 0.3 (0.4-0.8)
San Antonio | 3.0 (1.4-2.9) | 0.5 (0.3-0.7)

In den Klammern wurden jene Werte angegeben, die nahezu optimal sind.

Die optimalen Parameter unterscheiden sich je nach Station. Jedoch gibt es fiir jeden
Parameter einen Bereich, der ebensogute Vorhersagen liefert. Deshalb stehen auch diese
Parameter zur Wahl.

Die Wahl des Gléttungsparameters f(,,) im Bereich 0.8-1.5 liefert hdufig gute Resultate.
Fiir den Parameter f(,) kann keine generelle Empfehlung herausgegeben werden. Jedoch
hat eine schlechte Wahl dieses Parameters weniger Einfluss auf die Vorhersage, als dies
eine falsche Wahl von f(,,y haben kann (vgl. Ziirich mit f,,) = 0.2).
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Parameterwahl Ziirich: f;=0.0004
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Abbildung 7.4: Parameteroptimierung in Ziirich: Die Bilder zeigen die Werte von
Afy o) fie D€l drel verschiedenen Wahlen von f,). In einem einzelnen Bild (f(,) fest)
werden die Parameter f(,,,) und f(,) variiert. Bei einem festen Wert von f(,,,) wird das Giite-
mass fiir verschiedene Wahlen von f() (0.3-1.4) berechnet. Bei gewéhltem f(,,) werden die
Auswertungen durch dieselbe Farbe gekennzeichnet.



Kapitel 8

Das Bootstrap-Verfahren

8.1 Der Bootstrap-Ansatz

Im vorangehenden Kapitel haben wir eine Methode hergeleitet, wie aus den bekannten
Temperaturen 17, ..., T, eine Vorhersage Tn+1, . ,TRH berechnet werden kann. Aus die-
sen vorhergesagten Werten lassen sich die kumulierten Degree Days 6 schétzen, von denen
die Auszahlung eines Wetterderivats abhéngt.

Zur Modellierung des Temperaturprozesses werden

e der Trend my,

e der Saisoneffekt s,

e die saisonale Standardabweichung oy

e der optimale Box-Cox Parameter A,

e der Erwartungswert p ;) der Residuen nach der Box-Cox Transformation,
e die AR-Ordnung p und

e die AR-Parameter ¢1,...,¢,

geschitzt. Die Schéitzungen dieser Parameter hingen alle von den Zufallsvariablen ey, ..., &,
ab, und unterliegen somit einer Verteilung. In die Schétzung der Grosse 6 fliesst diese Unsi-
cherheit auch mit ein. Jedoch ist es nicht moglich, die Verteilung der optimalen Schétzung
analytisch zu ermitteln.

Stattdessen greifen wir auf das Bootstrap- Verfahren von Efron [9] zurtick. Hier wird die
Verteilung von 6 durch Simulation bestimmt.

Das genaue Vorgehen setzt sich aus den folgenden Punkten zusammen:
1. Anpassung des Modells an die Temperaturzeitreihe Ty
In einem ersten Schritt passen wir unser Modell an die Temperaturzeitreihe T; an. Da-

durch erhalten wir die Schitzungen my, $, ¢ (t =1,...,n), A, fi(p), b und b1, ... ,QZASZ}.
Aus diesen Grossen ergeben sich die Residuen &4 ... &p.

2. Vorhersage der kumulierten Degree-Days 6
Aus der Temperaturzeitreihe 17,...,T, bilden wir wie in Kapitel 7 beschrieben ei-
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ne Temperaturvorhersage T ntls - - ,T n+1- Damit lassen sich die kumulierten Degree-
Days durch

A n+l
0= max(s- (T; — Trey),0)
i=n-+k

berechnen, wobei § = 1 fiir Cooling Degree-Days und § = —1 fiir Heating Degree-
Days. Die Summation startet zum Zeitpunkt n + & (0 < k < [), wo die Laufzeit
des Wetterderivats beginnt. Die Temperaturvorhersage beginnt aber schon zum Zeit-
punkt n des Vertragsabschlusses.

. Simulation der Verteilung der AR-Residuen &;

Die Verteilung der Residuen &; kann auf zwei Arten nachgebildet werden:

(a) Beim parametrischen Bootstrap wird eine Normalverteilung mit Erwartungswert
0 und Varianz o2 angepasst. Dieser Ansatz lisst sich dadurch rechtfertigen, dass
nach der Box-Cox Transformation auch die AR-Residuen gen&hert normalverteilt
sein sollten. Mit dieser Normalverteilung generieren wir die Werte €7, ..., ¢},

(b) Beim Bootstrap der Residuen werden aus der Menge {é541,...,é,} n Stichpro-
ben mit Zuriicklegen gezogen. Diese Stichprobe €7, ..., ¢}, sollte nach dem Satz
von Glivenko-Cantelli mit guter Naherung geméss der wahren Verteilung verteilt
sein. Der Bootstrap der Residuen eignet sich vor allem bei Orten, wo die AR-
Residuen nur schlecht einer Normalverteilung gehorchen.

. Simulation der Temperaturzeitreihe

Die im Schritt 3) generierten AR-Residuen €7, .. ., £} kénnen zur Simulation des Tem-
peraturprozesses herangezogen werden. Dabei ist die Realisation des AR-Prozesses
durch

o drEi by e t=1
t 0 t=1—p,...,0

gegeben. Nach der Box-Cox Riicktransformation erhalten wir die Residuen I} (t=1,. ..
Die Simulation des Temperaturprozesses ist durch

Tt*:mt+§t—|—&~f,§k t:1,...,n

gegeben.

. Anpassung des Modells an die simulierte Temperaturzeitreihe T}

An die im Schritt 4) simulierte Temperaturzeitreihe 73" passen wir wieder unser Mo-
dell an. Die resultierenden Schétzungen bezeichen wir mit mj, sj, of (t =1,...,n),

¥, u?b), p* und o7, .. .,gb;‘,*.

Vorhersage der kumulierten Degree-Days 6*

Aufgrund der Temperaturen 77,...,T bilden wir wie in Kapitel 7 erlautert ei-
ne Temperaturvorhersage T, ¢, ..., T, ;. Dazu werden die im Schritt 5) erhaltenen
Schitzungen verwendet. Die Vorhersage der kumulierten Degree-Days ist durch

n+l
0= > max(é- (T} — Trey),0)
i=n-+k
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gegeben.

7. Wiederholte Erzeugung von Bootstrap-Replikaten 6*
Die Schritte 3)-6) werden nun B-mal wiederholt und wir erhalten die Bootstrap-
Replikate (1) ..., #*(B)_ Diese kénnen zur Analyse der Verteilung und der Varianz
der geschétzen Grosse 6 dienen.

8.2 Vertrauensintervall fiir 0

Mit dem Bootstrap-Verfahren konnen wir nun beliebig viele Replikate von 6 simulieren.
Eine Grosse von Interesse ist dabei die Varianz des Vorhersage-Schétzers. Diese wird durch
1 B

- *(1) _ p*\2
B—lizl(e o)

geschitzt. Dabei gilt 0% = £ Zil or.
Ebenfalls kénnen wir ein 95%-Vertrauensintervall fiir die beste Vorhersage 6 bilden. Dieses

wird durch jene Beobachtungen begrenzt, bei denen sich ausserhalb nur noch 2.5 % der
Replikate 0*(*) befinden.

Die Abbildung 8.1 zeigt das Histogramm der Replikate §*(1), ... §*(1000) hej verschiedenen
Orten. Die Grosse 0 bezieht sich wieder auf die HDD-Periode vom 1. November 1999 bis
zum 31. Marz 2000, wobei die Temperaturvorhersage am 1. September 1999 beginnt. Die
STL-Parameter wurden geméss Kapitel 7 gewéhlt. Da die AR-Residuen an diesen Orten
gut einer Normalverteilung gehorchen, wurde ein parametrischer Bootstrap zur Simulation
der Verteilung verwendet.

In der Abbildung 8.1 ist das 95%-Vertrauensintervall fiir 6 ist mit blauen Linien markiert.
Die griine Line in der Abbilung 8.1 kennzeichnet den Mittelwert #* der Bootstrap-Replikate
und der rote Kreis auf der x-Achse den Wert 6.

Unser Vorhersagemodell schétzt diesen Wert im Mittel relativ genau. Vermutlich wiirde
der Mittelwert der Replikate bei mehr als 1000 Simulationen noch ndher an den Wert 0
heranriicken.

Falls der geschiitzte Bias 6* — 0 grosser als in unserem Fall wire, konnte sich eine Bias-
Korrektur des Vertrauensintervalls als sinnvoll erweisen.

Die folgende Tabelle zeigt die Varianz-Schétzung und den Bias der Vorhersage 0:

Varianz | Bias

Ziirich 1211.8 3.8
New York 3896.1 20.2
San Antonio | 7980.4 19.9

Es ist zu beachten, dass in Ziirich die Temperatur in Grad Celsius gemessen wird.
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Abblldung 8.1: Histogramm der Bootstrap-Replikate (). Blau ist das 95% Perzentilinter-
vall fiir 6 eingezeichnet. Der rote Kreis auf der x-Achse kennzeichnet 6 und das rosafarbene
Dreieck den wahren Wert von 6 in der betrachteten Periode.
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8.3 Vorhersageintervall fiir ¢

Wir haben nun ein Vertrauensintervall fiir die beste Vorhersage 6 ermittelt. Um ein Vor-
hersageintervall fiir den wahren Wert 6 zu erhalten (der selber stochastisch ist), muss der
stochastische Prozess X; im Vorheragezeitraum ¢t = n + 1,...,n + [ simuliert werden. Bis
anhin haben wir nur die beste Vorhersage diese Prozesses verwendet.

Das Vorgehen bleibt im wesentlichen das selbe wie bei der Bestimmung des Bootstrap-
Vertrauensintervalls fiir 6. Jedoch muss in Schritt 6 die beste Vorhersage des AR-Prozesses
X; durch die stochastische Simulation des AR-Prozesses X; ersetzt werden. Dabei kann
ein parametrischer Bootstrap oder ein Bootstrap der Residuen verwendet werden.

Der Vorteil dieses Vorhersageintervalls fiir  (im Gegensatz zur direkten Simulation auf-
grund der Zerlegung von T;) bildet die Tatsache, dass neben der Unsicherheit des AR-
Prozesses X auch die Modellunsicherheit beriicksichtigt wird.

In der Abbildung 8.2 ist dieses Vertrauensintervall fiir Ziirich und New York eingezeichnet.
Erwartungsgemass ist es grosser als das fiir 6.
Der wahre Wert von 6 liegt bei beiden Stationen innerhalb des Vorhersageintervalls.

8.4 Anwendung auf die Tarifierung eines Wetterderivats

Unser Modell bietet nun die Mdoglichkeit, aus einer beliebigen Temperaturzeitreihe die
zukiinftigen Temperaturen zu simulieren. Dabei wird auch die Modellunsicherheit beriick-
sichtigt, die aus den Parameterschéitzungen entsteht.

Die Simulationswerte der zukiinfigen Degree-Days kénnen dazu verwendet werden, um ein
Wetterderivat zu tarifieren. Dazu kann wie in Kapitel 2 eine Verteilung an die Simulati-
onswerte angepasst werden.

Da nun beliebig viele Bootstrap-Replikate zur Verfiigung stehen, kann die erwartete Aus-
zahlung des Wetterderivates auch aufgrund der empirischen Verteilungsfunktion von 6
berechnet werden. Dies hat den Vorteil, dass auf die Wahl einer parametrischen Vertei-
lung verzichtet werden kann.
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Abbildung 8.2: 95% Perzentilintervall fiir §. Dabei wurde eine Simulation des Residuen-
prozesses im Vorhersagezeitraum verwendet.



Kapitel 9

Diskussion und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir auf statistischer Basis ein Modell zur Vorhersage der Tempe-
ratur entwickelt. Dabei wurden die Temperaturen der Vergangenheit einer statistischen
Analyse unterzogen, um die Struktur des Temperaturprozesses zu erfassen. Dazu wurde
die Temperaturzeitreihe in eine stationire Zeitreihe zerlegt.

Die genauen Schritte waren dabei die Folgenden:

1. Trend und Saisoneffekt wurden mit dem modifizierten STL-Verfahren entfernt. Dabei
konnte die Heteroskedastizitét der Residuen beriicksichtigt werden. Dieses Verfahren
wurde aufgrund seiner Robustheitseigenschaften und der Verdnderbarkeit des Saison-
effekts gewdhlt.

2. Die Heteroskedastizitit der Residuen R; wurde mit einem Lowess entfernt. Dabei ist
es wichtig zu beachten, dass keine Robustheitsiterationen vorzunehmen sind.

3. Die Schiefe der normierten Residuen I; wurde mit einer Box-Cox Transformation
behoben. Dadurch konnte an vielen Orten eine Verbesserung der Residuen hinsichtlich
einer Normalverteilung erzielt werden. Bei wenigen Orten (z.B. Vancouver) kann nicht
von einer Normalverteilung ausgegangen werden.

4. An die Box-Cox transformierten Residuen z; wurde ein AR-Modell angepasst. Zur
Schétzung der Koeffizienten wurde das Yule-Walker Verfahren verwendet. Die Schitzung
der AR-Ordnung erfolgte mit Hilfe des AIC, wobei eine Schranke eingefithrt wurde.
Dadurch konnte eine unnétig hohe AR-Ordnung vermieden werden und eine bessere
Ubereinstimmung mit dem PACF erzielt werden. Analysen haben ergeben, dass der
angepasste AR-Prozess gut zu den Daten passt.

Bei der Modellierung wurde festgestellt, dass an den verschieden Standorten der Wetter-
stationen sehr unterschiedliche klimatologische Bedingungen herrschen. Dies wurde sowohl
im Verhalten der Trends, als auch in der unterschiedlichen Wahl der Modell-Parameter
deutlich. Deshalb musste ein fiir eine allgemeine Wetterstation giiltiges Modell erstellt
werden. Dies hat den Vorteil, dass sich das Modell neben der Modellierung von Wetterde-
rivaten auch fiir weitere klimatologische Analysen einsetzen lésst. Da das STL-Verfahren
einen verdnderbaren Saisoneffekt zulésst, kann dieses Modell die Temperaturveréinderung
an verschiedenen Standorten untersuchen und vergleichen. Zudem kann durch die Ver-
wendung eines nichtparametrischen Verfahrens auch die Temperaturzeitreihe weiter als 35
Jahre in die Vergangenheit untersucht werden.
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Bei der Modellierung der Wetterderivate kann man sich mit unserer Methode durch Si-
mulation ein Bild iiber die moglichen Verldufe der zukiinftigen Temperatur verschaffen.
Insbesondere kénnen auch komplexere Wetterderivate als Degree-Day Caps und Degree-
Day Floors modelliert werden. So gibt es z.B. Wetterderivate, die jedesmal eine Auszahlung
ergeben, wenn der Temperaturprozess eine obere bzw. untere Schranke iiberschreitet.

Neben den statistischen Modellen kénnen auch klimatologische Modelle zur Temperatur-
vorhersage beitragen. So ist zum Beispiel bei Anomalien wie dem El Nino mit diesen
Modellen eine gewisse Vorhersage moglich. Solche Prognosen bietet die National Oceanic
and Atmospheric Administration (NOAA) an. Uber das Internet! kénnen dabei Informa-
tionen tiber die prognostizierte Auswirkung der Anomalien auf die Temperatur abgerufen
werden.

Eigene Analysen mit dem El Nifio haben ergeben, dass der Einfluss des El Nifo Index
ENSO auf die Temperaturen Nordamerikas um etwa 3 Monate verzogert ist. Dazu wurde
dieser Index mit Hilfe einer Regression an den STL-Trend angepasst. Der Glattungspara-
meter f(,,) wurde dabei so klein gewéhlt, dass der Einfluss der Anomalien sichtbar wird.
Bei der Anpassung wurde auch die dritte Potenz des ENSO-Index als abhéingige Variable
verwendet. Dadurch konnte die Anpassung (R?) verbessert werden. Dies liisst sich dadurch
begriinden, dass besonders die extremen Werte dieses Index auf die Temperaturen einen
Einfluss haben (El Nino und La Nina Ereignisse). Mit dieser Regression ergab sich der
beste Fit (R?), wenn die Temperatur etwa einen Lag von 3 Monaten zum ENSO Index
hatte.

Dieser verzogerte Einfluss des ENSO-Index konnte dazu verwendet werden, um die Tem-
peraturvorhersage zu verbessern. Jedoch ist ist die Vorhersage auf einen Zeitraum von
3 Monaten beschriankt. Fiir die meisten Wetterderivate wird aber ein léngerer Zeitraum
benstigt. Insbesondere findet der Vertragsabschluss hdufig schon einige Monate vor Beginn
der Laufzeit statt. Auch der Einfluss des ENSO auf die kurzfristigen Temperaturtrends
war nicht an allen Standorten in Amerika gleich ausgepragt. So ergab sich in San Antonio
ein R? von etwa 20%, in andern Orten wie Chicago war jedoch kaum ein Einfluss vorhan-
den.

Moglicherweise konnte die Vorhersage durch den Einbezug weiterer klimatologischer Va-
riablen in die Regression verbessert werden.

Ein anderer Punkt, der noch untersucht werden konnte, ist die saisonale Abhéngigkeit der
AR-Koeffizienten und der Verteilung des Temperaturprozesses. So wire es denkbar, fiir
die CDD-Periode (Sommer) und HDD-Periode (Winter) ein separates AR-Modell anzu-
passen. Auch der Parameter A der Box-Cox Transformation kénnte separat fiir Sommer
und Winter geschétzt werden.

Dies sind aber Effekte zweiter Ordnung, so dass kein allzugrosser Einfluss auf die Vorher-
sage zu erwarten ist.

FEin weiterer Punkt, der noch genauer untersucht werden koénnte, ist die Ursache, warum
bei der Parameterwahl in Kapitel 7 die HDD-Abweichung und die Quadratsumme der
Residuen bei einigen Standorten nicht dieselbe Wahl fiir den Parameter f(,) liefert. Dies
konnte damit zu tun haben, dass bei der HDD-Abweichung nur die vorhergesagten Tempe-

"ttp://www.noaa.gov
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raturen, die kleiner als die die Referenztemperatur sind, einbezogen werden. Da die Wahl
des Parameters f(,) nicht bei allen Stationen einen sehr grossen Einfluss auf die Vorhersa-
gegiite hat, konnten die Temperaturen oberhalb der Referenztemperatur zu einer anderen
Wahl des Parameters beitragen.
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Anhang A

Eigene R Funktionen

A.1 Einlesen und Bereinigen der Daten

A.1.1 Schaltjahrbereinigung

\begin{small}
schaltjahr <- function(zeitreihe,aufteilen=FALSE){
anz <- length(zeitreihe)
anz.schalt <- floor((anz-1155)/1461)
schalt <- c(1155,1155+1461*(1:anz.schalt)) # Schaltjahre nach 1965

# Aufteilung des 29.2 auf 28.2 und 1.3
if (aufteilen==TRUE){
zeitreihe[schalt-1] <- (zeitreihe[schalt]+zeitreihe[schalt-1])/2
zeitreihe[schalt+1] <- (zeitreihe[schalt]+zeitreihe[schalt+1])/2
}

res <- zeitreihe[-schalt]

A.1.2 Umrechnung von Fahrenheit nach Celsius

f2c <- function(zeitreihe){
res <- 5/9*(zeitreihe-32)
T

A.1.3 Einlesen der Daten mit anschliessender Bereinigung

lesen <- function(stadt,schalt=TRUE, celsius=TRUE){
# Dateinamen der Stadte (Unterteit nach Europa, Kanada und USA
europa <- c("belfast","bergen","berlin","bordeaux","cologne","gothenburg",

"hamburg","helsinki","leeds","lille","london_heathrow","lyon","manchester",
"marseille","oslo","paris","stockholm","strasbourg","stuttgart","toulouse",
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"zurich")
kanada <- c("edmonton","ottawa","toronto","vancouver"

usa <- c("atlanta_ga","baltimore_md","birmingham_al","boise_id",
"boston_ma","buffalo_ny","charlotte_nc","chicago_il_ohare","columbus_oh",
"covington_ky","des_moines_ia","fresno_ca","indianapolis_in","las_vegas_nv",

"madison_wi","milwaukee_wi","mobile_al","new_orleans_la",

"new_york_ny_la_guardia_ap","newark_nj","philadelphia_pa","phoenix_az",
"pittsburgh_pa","portland_me","portland_or","raleigh nc","san_antonio_tx",

"san_francisco_ca","seattle_wa","tucson_az")
cities <- c(europa,kanada,usa)

# Datensatz einlesen (die ersten 3 Zeilen auslassen)
fil <- paste(Ddir, "/", cities[stadt],".csv", sep="")
zeitreihe <- read.table(fil, header = TRUE, sep = ",",skip = 3)

# Schaltjahrbereinigung
if (schalt==TRUE){
year <- schaltjahr(zeitreihe$YEAR)
month <- schaltjahr(zeitreihe$MONTH)
day <- schaltjahr(zeitreihe$DAY)
avtemp <- schaltjahr(zeitreihe$Average.temp,aufteilen=TRUE)}

else{
year <- zeitreihe$YEAR
month <- zeitreihe$MONTH
day <- zeitreihe$DAY

avtemp <- zeitreihe$Average.temp}

#Fahrenheit nach Celsius umrechnen (in den USA)
if ((celsius==TRUE)&(stadt>=26)) {avtemp <- f2c(avtemp)}

res <- data.frame(YEAR=year,MONTH=month,DAY=day,Average.temp=avtemp)

A.2 Schatzung von Trend und Saisoneffekt

A.2.1 Berechnung des Saisoneffekts mit Tagesmitteln

Hier werden die Tagesmittelwerte zur Schitzung des Saisoneffekts herangezogen. Optional
kann der resultierende Saisoneffekt mittels Loess gegliattet werden.
tagesmittelwert <- function(zeitreihe,glaet=TRUE){

tagesmittel <- NA

anz <- length(zeitreihe)
jahre <- trunc(anz/365)
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jahrel <-trunc(anz/365)+1
angebrochen <- anz-trunc(anz/365)*365 # Anzahl Tage im angebrochenen Jahr

# Bildung der Mittelwerte (Unterscheidung bei Tagen mit Messung im
# angebrochenen Jahr

kum <- function(i){ sum(zeitreihe[i+(0:(jahre-1))1)}
kuml <- function(i){ sum(zeitreihe[i+(0:(jahrel-1))1)}

for (i in (1:angebrochen)){
tagesmittel[i] <- sum(zeitreihe[i+(0:(jahrel-1))+*365])/jahrel
}

for (i in ((angebrochen+1):365)) {
tagesmittel[i] <- sum(zeitreihe[i+(0:(jahre-1))+*365])/jahre
}

# Gldttung des Saisoneffekts mit Loess (Grad 2)

if (glaet==TRUE) {
tagesmittel <- loess(saison.tr”c(l:anz),degree=2,span=0.01)$fitted
tagesmittel <- rep(tagesmittel[366:730],jahrel) [1:anz]

}

res <- c(rep(tagesmittel, jahre),tagesmittel[1:angebrochen])

A.2.2 Berechnung des Saisoneffekts mit Fourieranalyse

Hier wird der Saisoneffekt mit Hilfe der Fourieranalyse (k=1,2) angepasst. Die Anpassung
erfolgt mit dem robusten Huber-Regressions-Schétzer.

# Saisoneffektschétzung mit k=1

sinus.1 <- function(zeitreihe){
anz <- length(zeitreihe)

saison.fit <- rlm((zeitreihe) "cos(2*pi/365*(1:anz))+sin(2*pi/365*(1:anz))-1)

res <- saison.fit$coefficients[1]*cos(2%pi/365*(1:anz))\
+saison.fit$coefficients[2]*sin(2xpi/365*(1:anz))

# Saisoneffektschitzung mit k=2

sinus.2 <- function(zeitreihe){

anz <- length(zeitreihe)

mat <- cbind(cos(2*pi/365*(1:anz)),sin(2*pi/365*(1:anz)),\cos(2*2*pi/365
*(1:anz)),sin(2*2*pi/365*(1:anz)))
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saison.fit <- rlm((zeitreihe) “cos(2*pi/365*(1l:anz))+sin(2*pi/365*(1:anz))
+cos(2%2*pi/365* (1:anz) ) +sin(2*2%pi/365*(1:anz))-1)

res <- saison.fit$coefficients[1]*cos(2+pi/365*(1l:anz))+
saison.fit$coefficients[2]*sin(2*pi/365*(1:anz))+saison.fit$coefficients[3]
*xcos (2%2*pi/365*(1:anz) ) +saison.fit$coefficients[4]*sin(2+2%pi/365*(1:anz))
}

A.2.3 TIterative Berechnung von Trend und Saisoneffekt

Hier werden mit verschiedenen Verfahren Trend und Saisoneffekt geschétzt. Die Schétzung
erfolgt iterativ.

saison.trend.iter <- function(zeitreihe,iter=5,trend.window=NULL,df=NULL,
grad=NULL,trend.method=c("splines","kern","polynom","lowess"),
saison.method=c("sinusl1","sinus2","tagesmittel","tagesmittel.glatt")){

anz <- length(zeitreihe)
zeit <- c(1l:anz)

#FErster Durchlauf
# Trend anpassen

if (trend.method=="kern"){ # quadratischer Kern
trend <- NW.kernel(zeit,zeitreihe, (trend.window)/2,kernel=4)

}
if (trend.method=="splines"){

trend <- sm.spline(zeit,zeitreihe,df=df)
}

if (trend.method=="polynom"){
trend <- fitted(lm(zeitreihe“poly(zeit,grad)))
}

if (trend.method=="lowess"){
trend <- lowess((l:anz),zeitreihe,f=trend.window/anz)$y

}

# Saisoneffekt anpassen
if (saison.method=="sinus1"){
saison <- sinus.l1(zeitreihe-trend)

}

if (saison.method=="sinus2"){
saison <- sinus.2(zeitreihe-trend)

}

if (saison.method=="tagesmittel"){
saison <- tagesmittelwert(zeitreihe-trend)

3
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if (saison.method=="tagesmittel.glatt"){
saison <- tagesmittelwert(zeitreihe-trend,glaet=TRUE)

}

# Iterationen

if (iter!=0){
for (1 in (1:iter)) {

# Trend anpassen

if (trend.method=="kern"){
trend <- NW.kernel(zeit,zeitreihe-saison, (trend.window)/2,kernel=4)

}
if (trend.method=="splines"){

trend <- sm.spline(zeit,zeitreihe-saison,df=df)

if (trend.method=="polynom"){
trend <- fitted(lm(zeitreihe-saison~poly(zeit,grad)))

if (trend.method=="lowess"){
trend <- lowess((l:anz),zeitreihe-saison,f=trend.window/anz)$y

# Saisoneffekt anpassen
if (saison.method=="sinusl"){

saison <- sinus.1(zeitreihe-trend)

if (saison.method=="sinus2"){
saison <- sinus.2(zeitreihe-trend)

if (saison.method=="tagesmittel"){
saison <- tagesmittelwert(zeitreihe-trend)

if (saison.method=="tagesmittel.glatt"){
saison <- tagesmittelwert(zeitreihe-trend,glaet=TRUE)

}
list(tr=trend,sa=saison)

}
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A.2.4 Berechnung von Trend und Saisoneffekt mit STL

stll <- function(zeitreihe,trend.window,saison.window="per",
heteroskedastisch=TRUE,saison.glaet=12){

zeitreihel <- ts(zeitreihe,freq=365,start=c(1965,1))

# Modifiziertes STL-Verfahren
if (heteroskedastisch==TRUE) {
trend.saison <- hstl(zeitreihel, t.window=trend.window,
s.window=saison.window, robust=TRUE)

# Gewohnliches STL-Verfahren
else {
trend.saison <- stl(zeitreihel,t.window=trend.window,
s.window=saison.window,robust=TRUE)

}

anz <- length(zeitreihe)
angebrochen <- anz-trunc(anz/365)*365
jahre <- trunc(anz/365)

sa <- trend.saison$time.series[(1:anz),1]
sa.ungelaettet <- sa

# Glattung des STL-Saisoneffekts: Wiederhole den periodischen
Saisoneffekt dreimal, um bei der Gl&ttung die Periodizitét
# zu erhalten

+*

if (saison.window=="per"){
x <= (1:1095)
y <- rep(sa[1:365],3)
sa <- lowess(x,y,f=(saison.glaet/365),delta=3)
sa <- sa$y[366:730]
sa <- c(rep(sa, jahre),sal[l:angebrochen])

elsed{
sa.right <- sal[(anz-365+1):(anz-365+100)]
sa <- lowess(c(1l:(anz+100)), c(sa,sa.right),f=(saison.glaet/anz),
delta=3,iter=0)8$y
sa <- sa[l:anz]

3

list(tr=trend.saison$time.series[(1:anz),2], sa=sa,
sa.ungeglaettet=sa.ungeglaettet, gewichte=trend.saison$weights)
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A.3 Beriicksichtigung der Heteroskedastizitit der Residuen

A.3.1 Schitzung der saisonalen Standardabweichung

Schatzung der saisonalen Standardabweichung mit empirischem Standardabweichungsschétzer
und mit Lowess.

standardabweichung <- function(zeitreihe,glaet=FALSE){

anz <- length(zeitreihe)
standardabw <- NA

jahre <- trunc(anz/365)
jahrel <-trunc(anz/365)+1
angebrochen <- anz-trunc(anz/365)*365 # Anzahl Tage im angebrochenen Jahr

if (glaet==FALSE){

for (i in (1:angebrochen)){
standardabw[i] <- sqrt(sum((zeitreihe[i+(0:(jahrel-1))*365])"2)
/jahrel)

}

for (i in ((angebrochen+1):365)){
standardabw[i] <- sqrt(sum((zeitreihe[i+(0: (jahre-1))+*365])"2)
/jahre)

}

standardabw <- c(rep(standardabw, jahre),standardabw[1:angebrochen])

if (glaet==TRUE){

x <= c(c(rep((1:365),jahre), (1:angebrochen)),c(rep((1:365),jahre),
(1:angebrochen))+365,c(rep((1:365), jahre), (1:angebrochen))+730)
y <- rep(abs(zeitreihe),3)

# Glattung mit Loess (Grad 2, ohne Robustheitsiterationen)

gl <- loess(y~x,span=(31xjahre)/length(zeitreihe))

standardabw <- gl$fitted[(jahre*365+angebrochen+l) : (jahrex365
+angebrochen+365)]*1.253314

standardabw <- c(rep(standardabw, jahre),standardabwl[1:angebrochen])

res <- standardabw
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A.3.2 Modifiziertes STL-Verfahren

Der néchste Programm-Code ist das modifizierte STL-Verfahren. Dabei wird bei der Ge-
wichtung die Heteroskedastizitéit der Residuen berticksichtigt. Dieser R-Code ruft ein C-
Programm auf (vgl. Anhang B), in dem Trend und Saisoneffekt (unter Einbezug der He-
teroskedastizitit) geschétzt werden. Die Robustheitsiterationen werden von R aus durch-
gefiihrt, um die saisonale Standardabweichung mit der bestehenden R Funktion zu schéitzen.

hstl <- function (x, s.window = NULL, s.degree = 0, t.window = NULL,
t.degree = 1, rob.iter=15, na.action = na.fail)

{

# Bereinigung der Eingabe;
# Fensterbreiten auf ungerade Zahlen setzen
nextodd <- function(x) {
x <- round(x)
if (x%%h2 == 0)
x <-x +1
as.integer (x)

}

X <- na.action(as.ts(x))
if (is.matrix(x))

stop("only univariate series are allowed")
n <- length(x)
period <- frequency(x)
if (is.null(s.window))

stop("s.window is missing with no default")
if (period < 2 || n <= 2 * period)

stop("series is not periodic or has less than two periods")
periodic <- FALSE
if (is.character(s.window))

if (is.na(pmatch(s.window, "periodic")))

stop("unknown value for s.window")

# Wenn periodisch sehr grosses Saisonfenster
else {

periodic <- TRUE

s.window <- 10 * n + 1

s.degree <- 0

}
s.degree <- as.integer(s.degree)
if (s.degree < 0 || s.degree > 1)

stop("s.degree must be 0 or 1")
t.degree <- as.integer(t.degree)
if (t.degree < 0 || t.degree > 1)
stop("t.degree must be O or 1")

ni <-1 # nur je ein Durchlauf der inneren Iteration;
# dafiir dussere Robustheitsiterationen

niter <- 0 # Keine dusseren Iterationen im C Code:
# die aussere Iterationen werden von R
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# aus durchgefiihrt

# Berechnung des Trendfensters wenn keine Eingabe
if (is.null(t.window)){
t.window <- nextodd(ceiling((1.5 * period)/(1 - (1.5/s.window))))

# Grad und Fensterbreite des Low-Pass Filters
1l.degree <- t.degree
1l.window <- nextodd(period)

trendl <- rep(0,length(x)) # Trend zu Beginn O

standardabw <- rep(1l,length(x)) # Standardabweichung zu Beginn 1
# Aufruf des modifizierten STL C-Codes

#

# Gegeniiber dem gewdhnlichen STL wurde der Abstand zwischen zwei

# vom Lowess ausgewerteten Zeitpunkten (d.h. nsjump (Saisoneffekt),

# ntjump (Trend), nljump (Low-Pass Filter) ) erhoht.

# Dadurch miissen weniger Zeitpunkte linear interpoliert werden.

z <- .C("stlmod_", as.double(x), as.integer(n), as.integer(period),
as.integer(s.window), as.integer (t.window),
as.integer(l.window), s.degree, t.degree, l.degree,
nsjump = as.integer(ceiling(s.window/50)),
ntjump = as.integer(ceiling(t.window/50)),
nljump = as.integer(ceiling(l.window/50)),
as.integer(ni), niter = as.integer(niter),
weights = double(n), seasonal = double(n),
trend = as.double(trendl), double((n + 2 * period) * 5),
stdev = as.double(standardabw) ,dl=as.integer (1))

# Aussere STL-Iterationen
# (mit Beriicksichtigung der Heterosekdastizit&t)

for (i in (1:rob.iter)) {

# Schitzung der saisonanlen Standardabweichung
standardabw <- standardabweichung(x-z$seasonal-z$trend)

# Aufruf des modifizierten STL C-Codes (mit Ubergabe der

# saisonalen Standardabweichung)

z <= .C("stlmod_", as.double(x), as.integer(n), as.integer(period),
as.integer(s.window), as.integer (t.window),
as.integer(l.window), s.degree, t.degree, 1l.degree,
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nsjump = as.integer(ceiling(s.window/50)),

ntjump = as.integer(ceiling(t.window/50)),

nljump = as.integer(ceiling(l.window/50)),
as.integer(ni), niter = as.integer(niter),

weights = double(n), seasonal = as.double(z$seasonal),
trend = as.double(z$trend), double((n + 2 * period) * 5),
stdev = as.double(standardabw) ,dl=as.integer(2))

# Mittelung der STL-Saisonkomponente wenn periodisch
if (periodic) {
which.cycle <- cycle(x)
z$seasonal <- tapply(z$seasonal, which.cycle, mean) [which.cycle]

remainder <- as.vector(x) - z$seasonal - z$trend # Residuen

y <- cbind(seasonal = z$seasonal, trend = z$trend, remainder = remainder)
res <- list(time.series = ts(y, start = start(x), frequency = period),
weights = z$weights, call = match.call())

class(res) <- "stl"
res

A.4 Box-Cox Transformation

A.4.1 Box-Cox Transformation durchfiihren

boxcoxl <- function(zeitreihe,lambda){
if (lambda!=0) {zeitreihe <- ((abs(zeitreihe)  (lambda)-1)/lambda)}
else {zeitreihe <- log(abs(zeitreihe))}

res <- zeitreihe

}

A.4.2 Optimales A wihlen

boxcox.lambda <- function(zeitreihe,plotit=FALSE){
alpha <- 13 # Verschiebung der Zeitreihe und Alpha
trim <- 9 # Anzahl Messungen die an Ré&ndern
# abgeschnitten werden
anz <- length(zeitreihe)

# Messungen an Rdndern nicht beriicksichtigen
zeitreihel <- sort(zeitreihe)
zeitreihel <- zeitreihel[(trim+1):(anz-trim)]
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1

}

anz <- length(zeitreihel)

# Log-Likelihoodfunktion berechnen

lambda.bc <- boxcox((alpha-zeitreihel) “rep(1l,anz) , lambda = seq(-1, 2,
len = 100),plotit=plotit)

la <- which.min(lambda.bc$y) # Optimales Lambda berechnen
lambdahat <- lambda.bc$x[lal

ist(lambda=lambdahat,loglik=1lambda.bc,alpha=alpha)

A.5 Zerlegung der Temperaturzeitreihe

Zerlegung einer Temperatur-Zeitreihe in eine stationére Zeitreihe. Dabei werden verschie-
dene Trend- und Saisoneffekt-Schétzungen zugelassen. Anschliessend wird ein AR-Prozess

a

ngepasst (Ordnungswahl mit AIC und Schranke). Dies ist das Hauptprogramm fiir die

Analyse der Temperaturzeitreihen.

d
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atenanalyse <- function(ort,trend.method=c("stl","splines","kern",
"polynom","lowess"), trend.window=NULL, df=NULL, grad=NULL, iter=5,
saison.window="per", saison.glaet=12, saison.method=c("sinusl",
"sinus2","tagesmittel","tagesmittel.glatt"), heteroskedastisch=TRUE,
standardabweichung.glaet=TRUE, box.cox=TRUE, celsius=TRUE,
zeitreihe=NULL, ende=-1, arfit=TRUE){

ort : Zu untersuchender Ort (Angabe der Nummer)

zeitreihe : Analyse einer vorgegebenen Zeitreihe (statt Angabe
eines Orts)

trend.method : Methode zur Bestimmung des Trends

trend.window : Breite des Trend-Fensters bei stl, Lowess und
Kernglatter

df : Anzahl Freiheitsgrade bei Splines

grad : Grad der polynomialen Regression (bei polynomialer
Trendbestimmung)

iter : Anzahl Iterationen (Trend-Saison) bei "splines",
"kern" und "polynom"

saison.method : Methode zur Bestimmung des Saisoneffekts
(nicht bei ndtig stl)

saison.window : Fensterbreite fiir STL-Saisonschétzer

standardabweichung.glaet : Saisonale Standardabweichung mit Lowess schitzen
heteroskedastisch : Modifizierter STL verwenden
(fir heteroskedastische Residuen)
box.cox : Box-Cox Transformation durchfiihren
ende : Letzte Messung, die fiir die Analyse beriicksichtigt wird
C : Celsius statt Fahrenheit verwenden
arfit : Ganze Information des AR-Fits in Resultat speichern
(notwendig fiir Vorhersage)

trend.method <- match.arg(trend.method)
res <- list()
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if (is.null(zeitreihe)==FALSE){
res$Average.temp <- zeitreihe

}
else{
dat <- lesen(ort,celsius=celsius)
anz <- length(dat$Average.temp)
if (ende==-1){
res$Average.temp <- dat$Average.temp[l:anz]
}
else {
res$Average. temp <- dat$Average.temp[1:ende]
res$Average.temp.ganz <- dat$Average.temp[l:anz]
}
}

res$trend.method <- trend.method

res$saison.method <- saison.method

if (is.null(trend.window)==FALSE) A{res$trend.window <- trend.window}
if (is.null(saison.window)==FALSE) {res$saison.window <- saison.window}

# Schétzung von Trend und Saisoneffekt
switch(trend.method,
Ilstl":{
stl.fit <- stli(res$Average.temp,trend.window,

saison.window=saison.window,saison.glaet=saison.glaet,
heteroskedastisch=heteroskedastisch)

res$trend <- stl.fit$tr

res$saison <- stl.fit$sa
res$saison.glaet <- saison.glaet
res$saison.ungeglaettet <- stl.fit$sa.ungeglaettet
res$gewichte <- stl.fit$gewichte
res$saison.method <- trend.method

residuen <- res$Average.temp-stl.fit$tr-stl.fit$sa

"splines"={
spline.fit <- saison.trend.iter(res$Average.temp,iter=iter,df=df,
trend.method="splines",saison.method=saison.method)
res$trend <- spline.fit$tr
res$saison <- spline.fit$sa

residuen <- res$Average.temp-spline.fit$tr-spline.fit$sa

3,
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"kern"={

3,

kern.fit <- saison.trend.iter(res$Average.temp,iter=iter,
trend.window=trend.window,trend.method="kern",
saison.method=saison.method)

res$trend <- kern.fit$tr

res$saison <- kern.fit$sa

residuen <- res$Average.temp-kern.fit$tr-kern.fit$sa

"lowess"={

S

lowess.fit <- saison.trend.iter(res$Average.temp,iter=iter,
trend.window=trend.window,trend.method="1lowess",
saison.method=saison.method)

res$trend <- lowess.fit$tr

res$saison <- lowess.fit$sa

residuen <- res$Average.temp-kern.fit$tr-kern.fit$sa

"polynom"={

b

polynom.fit <- saison.trend.iter(res$Average.temp,iter=iter,

grad=grad,trend.method="polynom",saison.method=saison.method)

res$trend <- polynom.fit$tr
res$saison <- polynom.fit$sa

residuen <- res$Average.temp-polynom.fit$tr-polynom.fit$sa

# saisonale Standardabweichung schdtzen
res$standardabweichung <- standardabweichung(res$Average.temp
-res$trend-res$saison,glaet=standardabweichung.glaet)

# Normierte Residuen I_t berechnen
resid.I <- residuen/res$standardabweichung

# Normierte Residuen Box-Cox Transformieren
res$boxcox <- box.cox

if (box.cox==TRUE){
lambda <- boxcox.lambda(resid.I)
res$boxcox.lambda <- lambda$lambda
res$boxcox.loglik <- lambda$loglik
res$boxcox.alpha <- lambda$alpha

resb <- boxcoxl(res$boxcox.alpha-resid.I, res$boxcox.lambda)
res$boxcox.mean <- mean(resb)
resid.X <- (-resb+res$boxcox.mean)
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}

elseq{
resid.X <- resid.I-mean(resid.I)
res$boxcox.mean <- mean(resid.I)

}

# Bestimmung des AR-Modells (Ordnung mit AIC)
ar.fit <- ar(resid.X,demean=FALSE)

res$arb.coef <- ar.fit$ar
res$arb.order <- ar.fit$order
res$arb.aic <- ar.fit$aic
res$arb.ordermax <- ar.fit$order.max
res$arb.resid <- ar.fit$resid

# Bestimmung der AR-Ordnung mit AIC und Schranke
opt.order <- 0O

ind <- FALSE

p<-0

grenze <- 3

while (ind==FALSE){
if (res$arb.aic[p+1]l<=grenze){
opt.order <- p
ind <- TRUE
}

else {p <- p+1}
}

# Bestimmung des AR-Modells mit (Ordnung mit AIC und Schranke)
res$arb.orderopt <- opt.order
ar.fit <- ar(resid.X,aic=FALSE,order.max=opt.order,demean=FALSE)

res$arb.coefopt <- ar.fit$ar
res$arb.orderopt <- opt.order
res$arb.residopt <- ar.fit$resid
res$arb.varpred <- ar.fit$var.pred
res$grenze <- grenze

if (arfit==TRUE){
res$ar.fit <- ar.fit

res$xt <- resid.X
}
mires <- res$arb.orderopt+1
mares <- length(res$arb.residopt)

arresiduen <- res$arb.residopt[mires:mares]
res$arresiduen <- arresiduen

# Speichern der Informationen des Orts
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if (is.null(zeitreihe)==TRUE){
assign(paste(cities[ort],".res",sep=""),res, env= .GlobalEnv)

}

else {res}

A.6 Vorhersage der Temperatur

A.6.1 Vorhersage des Trends

trend.predict <- function(res,nr=nr){

anz <- length(res$Average.temp)
zeit <- c(1:anz)

resid.t <- res$Average.temp-res$saison.ungeglaettet

# Loess Objekt erzeugen (wird fiir Vorhersage benttigt)

trend.fit <- loess(resid.t[1:5]7c(1:5),,c(1:5),span=1,degree=1,
family=c("gaussian"),control=loess.control(surface="direct"))
trend.fit$pars$robust <- rep(l,anz)

trend.fit$y <- resid.t

trend.fit$x <- zeit

trend.fit$weights <- res$gewichte # Gewichte w_t aus STL einsetzen
trend.fit$pars$span <- (res$trend.window/anz)

# Vorhersage des Trend

res$trend.pred <- predict(trend.fit, data.frame(zeit = seq((anz+1),
(anz+nr), 1)), se = FALSE)

A.6.2 Vorhersage der Temperatur

In dieser Funktion wird die Temperatur ausgehend von den Residuen x; vorhergesagt.

ruecktransformation.arpredict <- function(res,nr=nr){

# res: Datenanalyse-Objekt
# nr : Anzahl zu vorhersagende Tage

anz <- length(res$Average.temp)
angebrochen <- anz-trunc(anz/365)*365
ganze. jahre <- trunc(nr/365)+1

if (angebrochen!=365){
anfangstag <- angebrochen+1
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}

if (angebrochen==365){anfangstag <- 1}

# AR Modell
assign("resid.X",res$xt, env=.GlobalEnv)
resid.X <- predict(res$ar.fit,n.ahead=nr)$pred

# Box Cox Riicktransformation
residst <- res$boxcox.mean-resid.X
if (res$boxcox.lambda!=0) {
residst <- (res$boxcox.lambda*residst+1) "~ (1/res$boxcox.lambda)

}

if (res$boxcox.lambda==0) {
residst <- exp(residst)

}

resid.I <- res$boxcox.alpha-residst

# Saisonale Standardabweichung

stabw <- c(res$standardabweichung[anfangstag:365],
rep(res$standardabweichung[1:365] ,ganze. jahre))

stabw <- stabw[1:nr]
resid.R <- resid.I*stabw

# Saisoneffekt Vorhersage (Mittel der letzten 2 Jahre
sl <- res$saison[(anz-364) :anz]

s2 <- res$saison[(anz-729): (anz-365)]

saison <- (s1+s2)/2

saison <- c(rep(saison, (ganze.jahre+1)))

saison <- saison[1:nr]
saison <- saisontresid.R

#Trend vorhersage
res$trend.pred <- trend.predict(res,nr)

return(saison+res$trend.pred)

A.7 Bootstrap

A.7.1 Riicktransformation mit Bootstrap-Residuen

ruecktransformation.zeitreihe <- function(res,normal=FALSE){

# res : Datenanalyse-Objekt der Original Temperatur
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# normal : bei TRUE : Parametrischer Bootstrap
# bei FALSE: Residuen Bootstrap

anz <- length(res$Average.temp)

# Parametrischer Bootstrap
if (normal==TRUE){eps <- rnorm(anz)
eps <- eps*sqrt(res$arb.varpred)}

# Residuen Bootstrap

if (normal==FALSE){
samp <- res$arresiduen
samp.n <- sample((1:length(samp)),anz,replace=TRUE)
eps <- samp[samp.n]

# AR-Prozess (aus Bootstrap-Sample)

init <- rep(0,res$arb.orderopt)

resid.X <- filter(ts(eps),filter=res$arb.coefopt,method="recursive",
init=init)

# Box Cox Riicktransformation
residst <- res$boxcox.mean-resid.X

if (res$boxcox.lambda!=0) {
residst <- (res$boxcox.lambda*residst+1) "~ (1/res$boxcox.lambda)

}

if (res$boxcox.lambda==0) {
residst <- exp(residst)

}

resid.I <- res$boxcox.alpha-residst

# Saisonale Standardabweichung
stabw <- res$standardabweichung
resid.R <- resid.I*stabw

# Saisoneffekt
saison <- res$saison
saison <- saison+resid.R

#Trend
temp.star <- saisontres$trend
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A.7.2 Berechnung der Bootstrap-Realisationen 7™

S

H H H HHHEHHEHHHEHHE

imulation.bootstrap <- function(ort,ende=12714,f=0.8,sf=0.9,
saison.glaet=12,nr=100,anz.sim=100,start=1,normal=FALSE, celsius=TRUE,
heteroskedastisch=FALSE,theta.wahr=TRUE,mass="EDD"){

ort : Datensatz fiir Bootstrap

ende : Letzte Messung, die fiir Analyse beriicksichtigt wird

f : Glattungsparameter Trend

st : Glattungsparameter Saisoneffekt

saison.glaet : Gl&attungsparameter STL-Nachgldttung

nr : Anzahl zu vorhersagende Tage

start : Tag der Vorhersage, am dem die Laufzeit beginnt
anz.sim : Anzahl Bootstrap-Realisationen

normal : Parameter Bootstrap (TRUE), Residuen Bootstrap (FALSE)
celsius : Fahrenheit nach Celsius umrechnen

heteroskedastisch: Modifiziertes STL-Verfahren verwenden
theta.wahr : Wahre Temperaturen im Vorhersagezeitraum bekannt (Vergleich)
mass : Verwendete Einheit (EDD, HDD oder CDD)

if (celsius==TRUE) {ref.temp <- 18}
else {ref.temp <- 65}

jahre <- trunc(ende/365)+2

datenanalyse((ort) ,trend.method="stl",trend.window=ende*f,
saison.window=jahre*sf,saison.glaet=saison.glaet,
standardabweichung.glaet=TRUE,heteroskedastisch=heteroskedastisch,
box.cox=TRUE, ende=ende,arfit=TRUE, celsius=celsius)

res <- get(paste(cities[ort],".res",sep=""))

# Temperaturvorhersage Hut
temp.pred <- ruecktransformation.arpredict(res,nr)

for (i in (1:anz.sim)){

# Temperatur Hut (mit Bootstrap Residuen)
t.hut <- ruecktransformation.zeitreihe(res,normal=normal)

# Modell an Temperatur Hut anpassen

parameter.stern <- datenanalyse(0,trend.method="stl",trend.window=
endexf,saison.window=jahre*sf,saison.glaet=saison.glaet,
heteroskedastisch=heteroskedastisch,standardabweichung.glaet=TRUE,
box.cox=TRUE, ende=ende,arfit=TRUE,zeitreihe=t.hut)

# Temperaturvorhersage Stern

t.stern <- ruecktransformation.arpredict(parameter.stern,nr)
# Berechnung der vorhergesagten DD in Modell Stern

if (i==1){

if (mass=="EDD"){
edd <- sum(abs(ref.temp-t.stern) [start:nr])
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}
if (mass=="CDD"){
edd <- sum(pmax((t.stern-ref.temp) [start:nr],rep(0,nr-start+1)))

}
if (mass=="HDD"){
edd <- sum(pmax((-t.stern+ref.temp) [start:nr],rep(0,nr-start+1)))

}
}
else{
if (mass=="EDD"){
edd <- c(edd, sum(abs(ref.temp-t.stern) [start:nr]))
}
if (mass=="CDD"){
edd <- c(edd, sum(pmax((t.stern-ref.temp) [start:nr],rep(0,nr-
start+1))))
}
if (mass=="HDD"){
edd <- c(edd, sum(pmax((-t.stern+ref.temp) [start:nr],rep(0,nr-
start+1))))
}
}
}

# Berechnung vorhergesagten DD im Modell Hut
if (mass=="EDD"){
theta.hut <- sum(abs(ref.temp-temp.pred) [start:nr])
}
if (mass=="CDD"){
theta.hut <- sum(pmax((temp.pred-ref.temp) [start:nr],rep(0,nr-
start+1)))
}
if (mass=="HDD"){
theta.hut <- sum(pmax((-temp.pred+ref.temp) [start:nr],rep(0,nr-
start+1)))

# Berechunug der wahren DD (falls wahre DD bekannt)
if (theta.wahr==TRUE){
tempwahr <- res$Average.temp.ganz[(ende+l): (ende+nr)]

if (mass=="EDD"){
theta.wahr <- sum(abs(ref.temp-tempwahr) [start:nr])
}
if (mass=="CDD"){
theta.wahr <- sum(pmax((tempwahr-ref.temp) [start:nr],rep(0,nr-
start+1)))
}
if (mass=="HDD"){
theta.wahr <- sum(pmax((-tempwahr+ref.temp) [start:nr],rep(0,nr-
start+1)))
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list(theta.stern=edd,theta.hut=theta.hut,theta.wahr=theta.wahr)



Anhang B

C-Code des modifizierten
STL-Verfahrens

In diesem Kapitel wird der C-Code des modifizierten STL-Verfahrens angegeben. Dabei
werden nur die beiden Unterroutinen abgedruckt, die von der Anderung betroffen sind.

B.1 Hauptroutine

/* Subroutine */ int stlmod_(y, n, np, ns, nt, nl, isdeg, itdeg, ildeg, nsjump,
ntjump, nljump, ni, no, rw, season, trend, work, stdev,dl)
doublereal *y;
integer *n, *np, *ns, *nt, *nl, *isdeg, *itdeg, *ildeg, *nsjump, *ntjump, *nljump, *ni, *no;
doublereal *rw, *season, *trend, *work,*stdev;
integer *dl1;

{
/* System generated locals */
integer work_diml, work_offset, i__1;
/* Local variables x/
extern /* Subroutine */ int stlrwts_();
static integer i__, k, newnl, newnp, newns, newnt;
static logical userw;
extern /* Subroutine */ int stlistp_();
/* n : length(y) */
/* ns, nt, nl : spans for ‘s’, ‘t’ and ‘1’ smoother */
/* isdeg, itdeg, ildeg : local degree for ‘s’, ‘t’ and ‘1’ smoother */
/* nsjump,ntjump,nljump: length of interpolation for ‘s’, ‘t’ and ‘1’ smoother */
/* ni, no : number of inner and outer (robust) iterations */

/* Parameter adjustments */
-—trend;

--season;

--Tv;

-—y;

--stdev;
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work_diml = *n + 2 * *np;
work_offset = 1 + work_diml * 1;
work —-= work_offset;

/* first run 7 */
if (xdl == 1) { userw
if (xdl == 2) { userw

FALSE_
TRUE_ ;

3

W oee

i__1 = *n;

/* the three spans must be at least three and odd: */

newns = max(3,*ns);

newnt = max(3,*nt);

newnl = max(3,*nl);

if (newns % 2 == 0) {
++newns;

}

if (newnt % 2 == 0) {
++newnt;

}

if (newnl % 2 == 0) {
++newnl;

}

/* periodicity at least 2: */
newnp = max(2,*np);
k = 0;

/* compute robustness weights if not first run */

if (userw==TRUE_){
i__1 = *n;

for (A__ =1; i__ <=i__1; ++i__) {

work[i__ + work_diml] = trend[i__] + season[i__];

}
stlrwts_(&y[1], n, &work[work_diml + 1], &rw[1],&stdev[1]);

L100:
stlistp_(&y[1], n, &newnp, &newns, &newnt, &newnl, isdeg, itdeg, ildeg,
nsjump, ntjump, nljump, ni, &userw, &rw[l], &season[1], &trend[1],
&work [work_offset]);
++k;
if (k > *no) {
goto L10; /* outer iterations are computed in R */

3

goto L100;
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L10:
return 0;
}
B.2 Bestimmung der Robustheitsgewichte
/* Subroutine */ int stlrwts_(y, n, fit, rw, stdev)
doublereal *y;
integer *n;
doublereal *xfit, *rw, *stdev;
{
/* System generated locals */
integer i__1;
doublereal d__1, d__2;
/* Local variables x/
static doublereal cmad;
static integer i__;
static doublereal r__, cl1, c9;
extern /* Subroutine */ int psort_Q);
static integer mid[2];
/* Robustness Weights */
/* rw_i := B( |(y_i - fit_i)/stdev_i| / (6 M) )/(stdev_i)"2, i=1,2,...,n %/
/* where B(u) = (1 - u™2)"2 * 1[|ul < 1] {Tukey’s biweightl} */
/% and M := median{ |(y_i - fit_i)/stdev_il| } */

/* Parameter adjustments */
--rv;

—--fit;

-—y;

—--stdev;

/* Function Body */
i__1 = *n;

for (i__ =1; i__ <= i__1; ++i__) {
rwli__] = (d__1 = (y[i__1 - fitl[i__1)/stdev[i__], abs(d__1));
/* L7: x/
}
mid[0] = *n / 2 + 1;

mid[1] = *n - mid[0] + 1;

psort_(&rw[1], n, mid, &c__2);

cmad = (rw[mid[0]] + rwlmid[1]]) * (float)3.;
/* = 6 * MAD */

c9 = cmad * (float).999;

cl = cmad * (float).001;

i__1 = *n;

for (i =1;

r_=(@d

<= i__1; ++i__) {

i__
1 =(yli__] - fitl[i__1)/stdev[i__], abs(d__1));
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if (r__ <= c1) {
rwl[i__] = (float)l. / (stdev[i__] * stdev[i__]) ;
} else if (r__ <= c9) {
/* Computing 2nd power */
d__2 = r__ / cmad;
/* Computing 2nd power */
d__1 = (float)l. - d__2 * d__2;

rwli__] = d__1 *d__1 / (stdev[i__] * stdev[i__]);
} else {

rwli__] = (float)0.;

}

return O;



Anhang C

Beispiele der Temperaturzerlegung

In diesem Anhang wird das Temperaturzeitreihenmodell auf vier Datenséitze angewandt.
Es handelt sich dabei um folgende Orte:

Zirich
New York

San Antonio

e Vancouver

Fiir jede dieser Stationen werden die Plots mit den wesentlichen Modell-Informationen
gezeigt.
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QQ-Plot der normierten Residuen I_t
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QQ-Plot der normierten Residuen I_t
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QQ-Plot der normierten Residuen I_t

Histogramm der normierten Residuen |_t
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